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Tiivistelmi

Téamé dokumentti kuvaa virtuaalimaailmassa liikkuvan moottorikelkan fysi-
kaalista mallintamista. Dokumentti on valmistettu Rovaniemen ammattikor-
keakoulun Tekniikan ja Liikenteen pLAB ohjelmointilaboratorion tarpeisiin.
Moottorikelkka on kiinnitetty laboratoriossa olevalle liikealustalle, joka "liik-
kuu”kelkan eteen valkokankaalle heijastetussa virtuaalimaailmassa reagoiden
reaaliajassa kuljettajalta ja virtuaalimaailmasta tuleviin impulsseihin.

Dokumentin luvut 1-3 esitévit mallintamisen suunnitteluun liittyvié teoreet-
tisiin perusteita. Luvussa 4 kuvataan varsinainen Mathematica ohjelmalla to-
teutettu fysiikkamoduuli, esitelliin moduulin yleinen toiminta-algoritmi ja
funktiot seké niiden rajapinnat sitd kidyttavan ulkoisen ohjelmiston vélilla.

Téama dokumentti on kirjoitettu WinEdt ohjelmalla LaTeX-ladontaohjelmaa
kiayttden. Kaikki dokumentissa esiintyvét kuvat on tehty Mathematicalla ja
upotettu dokumenttiin eps kuvaformaatissa. Myos Mathematican koodiesi-
merkit on upotettu dokumenttiin eps muodossa.



1 Johdanto

1.1 Toimintaympéristo

Ohjelmointilaboratorion Moog-liikealusta on kiinnitetty alustaansa kuudella
sylinterilla, joiden pituutta voidaan muuttaa ohjelmallisesti virtuaalitodelli-
suudesta ja ajajalta tulevien impulssien mukaan. Sylinterin pituuksia muut-
tamalla luodaan alustan pédlld olevan laitteen ajajalle tuntuma reaaliaikai-
sesta liikkeestd valkokankaalle heijastetussa virtuaalitodellisuudessa. My6s
heijastetun kuvan késittelylla voidaan ajajan liiketuntemuksia vahvistaa.

Varsinainen liikealustan ohjelmisto on esitelty Antti Térmésen ja Pertti Rau-
halan tuottamassa Moog liikealustaohjelmiston toteutusdokumentissa. Téssé
dokumentissa selvitetiddn liikealustan péadlle asennetun moottorikelkan fysi-
kaalisen kiyttdytymisen teoreettisia perusteita ja kuvataan fysikaalista mal-
lintamista huolehtivan fysiikkamoduulin toteutus.

Fysiikkamoduuli on toteutettu Mathematican ohjelmapakettina (Mathema-
tica package), jota voidaan kutsua ulkoisesta ohjelmasta (esim. C++ -ohjelma)
kiisin. Paketin kutsuminen kdynnistdd koneessa olevan Mathematican Kernel-
ohjelman, joka suorittaa pakettiin ohjelmoidut kutsuttavat funktiot. Mathe-
matican mukana tuuleva MathLink ohjelmisto huolehtii Mathematican ja
ulkoisen ohjelmiston valisestéd tiedonsiirrosta.

1.2 Fysikaalinen ja matemaattinen perusta

Fysikaalisessa mallintamisessa sovelletaan yleistéd jaykan kappaleen etenevén
ja pyorivan liikkeen kinematiikkaa ja dynamiikkaa. Matemaattisina apuneu-
voina kéytetddn 3-ulotteisen parametrimuotoisen funktion differentiaalilas-
kentaa. Erityisesti kiiytetddn tekniikkaa, jossa konstruoidaan annettujen pis-
teiden kautta "pehmedsti’kulkeva 3D spline-kéyré (cubic spline) so. paloittain
médritelty parametrimuotoinen kéyra, jonka komponentit ovat 3. asteen po-
lynomifunktioita. Kéyra on jatkuva ja sen derivaatta on myos kaikkialla jat-
kuva. 3D spline-kédyrdn avulla voidaan laskea kelkan virtuaalisen ratakédyrdan
kaarevuuksia, joita tarvitaan mallinnuksessa tutkittaessa kelkan irtautumis-
ta pintakosketuksesta. Konstruointitekniikkana kaytetaan Kochanek-Bartels
Cubic Splines -tekniikkaa (TCB Splines), jota kidytetdin mm. 3D tietokone-
grafiikan geometrisessa mallintamisessa.



2 Matemaattiset apuneuvot

2.1 Vertailukoordinaatistot

Reaalimaailman 3-ulotteisten objektien paikan, asennon ja liiketilan esitté-
minen virtuaalisessa ympéristossi perustuu eri vertailukoordinaatistojen (re-
ference frames)kayttoon. Yleisesti Interaktiivisen 3D virtuaalitodellisuuden
ympaéristossi voidaan kiyttia jopa viitta eri koordinaatistoa:

e maailmakoordinaatisto kertoo objektien absoluutisen sijainnin 3D maa-
ilmassa.

e objektin koordinaatisto kiinnittyy 3D maailmassa olevaan objektiin
ja kertoo objektin sisdiset mittasuhteet. Namé koordinaatit pysyvit
muuttumattomina riippumatta objektin sijainnista ja asennosta maa-
ilmakoordinaatistoon nahden.

e kameran koordinaatistossa ésitetddn virtuaaliympéristostd muodostet-
tu ndkymaé siten, ettd origo sijaitsee kamerassa. Kamera voi olla kiin-
nitetty myos objektiin.

e kuvakoordinaatisto kertoo 3D maailman objektien sijainnin ja aseman
kameraan nahden projisoidulla kuvapinnalla.

e pikselikoordinaatistossa ésitetdén 3D maailmasta muodostetun 2-ulotteisen
kuvan jokaisen pisteen sarake- ja riviarvot.

Virtuaalimaailmassa kelkka ja kelkan alla oleva pinta muodostavat reaalimaa-
ilman objektit. Fysikaalin mallintaminen perustuu erityisesti maailmakoordi-
naatiston ja ndiden kahden objektin koordinatistojen kiayttoon. Kamerakoor-
dinaatisto on kiinnitetty kelkkaan, joten kelkan ja kameran koordinaatistot
ovat koko ajan yhtenevidt. Alkuhetkelld niiden akselit ovat samansuuntai-
set kuin maailmakoordinaatistolla. Kelkan kuljettajan 3D maailman ndkymé&
muodostetaan siten aina kelkasta késin. Téatd nékymén muodostumista ei
késitella téssd dokumentissa.

Mallinnuksessa tarvitaan tietoa ajasta riippuvista kelkan maailmakoordinaa-
teista x, v ja z sekd kelkan ja pinnan asennosta maailman koordinaatiston
akseleihin ndhden. Talloin tdytyy myos sopia siitd mihin suuntaan kaltevuu-
det madritetadn. Yleensd liikkuvan objekti koordinaatistyo asetetaan niin et-
td objekti suuntaa kohti positiivista x-akselia. T&lloin objektin vasen-oikea



suunta muodostuu y-akselista ja korkeussuunta z-akselista alhalta ylos oi-
keankédden sddnnon mukaisesti. Objektin asentoa maailmakoordinaatistossa
kuvataan kolmen kulman, Fulerin kulmien, avulla.

e roll. Objektin kiertyminen maailmakoordinaatiston x-akselin suhteen
eli kelkan tai pinnan kaltevuus menosuuntaan (x-akseli) ndhden poikit-
taisessa suunnassa

e pitch. Objektin kiertyminen maailmakoordinaatiston y-akselin suhteen
eli kelkan tai pinnan kaltevuus menosuunnassa

e yaw. Objektin kiertyminen maailmakoordinaatiston z-akselin suhteen
eli objektin menosuunta vaakatasossa ajateltuna

Kuva 1: Eulerin kulmat

wzﬁ\

roll

pitch

yaw

Wy

Objektin asento maailmankoordinaatistossa voidaan ajatella syntyvin edel-
listen kolmen perékéisen kierron summana. Kiertymiskulmat akseleiden suh-
teen eivat kuitenkaan ole yksikésitteisia tietyn objektin asennon suhteen. Sa-
ma asento voidaan saada useiden eri kiertymisien summana. Kun rajataan



Eulerin kulmat vilille (—180°, 180°) ja sovitaan kiertojérjestys, yksikésittei-
syys saavutetaan. Yleensd kiertojarjestykseksi sovitaan yaw,pitch,roll tai
roll, pitch, yaw. Lisdksi termien yaw ja roll tilalla voidaan kiyttda termeji
heading tai bank vastavasti.

Mallinnuksessa luetaan kameran antamat tiedot suoraan kelkan alapuolel-
la olevan pinnan paikasta maailmakoordinaatistossa, x, y ja z, sekd pinnan
koordinaatiston kiertymisestéd liikesuuntaan néhden poikittaisessa (roll) ja
pitkittéisessd (pitch)suunnassa. Edellisten tietojen lisiiksi luetaan ajajan kel-
kalle antamat impulssit, joiden perusteella lasketaan kelkan liiketila pinnan
pailla. Kelkan suunta yew méardaytyy ratin asennon perusteella ilman fysi-
kaalista mallinnusta.

2.2 Differentiaaligeometriaa

Seuraavissa kappaleissa esitetdin padpirteissddn ne matemaattiset apuneu-
vot differentiaaligeometriasta, joita hyodynnetédin mallintamisen yhteydessé.
Esityksessé ei pyritd yksityiskohtaiseen 3D kéyrien ominaisuuksien johtami-
seen vaan lahinnd ymmarrettavyyden kannalta oleelliset perusteet esitetéén.
Matemaattisesti oikeaoppiseen esitykseen voi perehtyé teoksista [1], [2] ja [3].

2.2.1 Vektorifunktioista ja yleisestd kiyriteoriasta

Kappaleen liikerata eli 3D ratakiyrd avaruudessa R? voidaan esittiié vekto-
riarvoisena funktiona

r(t) = z(t)i +y(t)j + 2(Ok = {x(t), y (1), 2(t)}

Euklidisessa 3-ulotteisessa koordinaatistossa, missd argumentti ¢ merkitsee
ajanhetked. Funktiota kutsutaan myos parametriscksi kayréiksi tai lyhyem-
min kéyraksi.

Konstruoitaessa kiyrin parametrinen esitys tunnetuista peréikkéisistd paik-
kavektoreista a; ajanhetkilld ¢; tarvitaan tietoa myots kappaleen liiketilasta
kyseisissé paikoissa, jotta saataisiin kidyrd kulkemaan "pehmeésti”tunnettujen
pisteiden kautta. Differentiaaligeometria antaa tarvittavan yhteyden kayrian
parametrisen esityksen ja kappaleen liiketilan vélille.

Kappaleen hetkellisen nopeuden ilmaisee paikkavektorin derivaatta, joka, mi-
kéli funktio r(¢) on derivoituva, saadaan komponenttiensa derivaatoista

r(t+ h) —r(t)
h

7 1
vl =

= {2'(t), (1), 2'(1)}-



Vektori 1/(t) on jokaisella hetkella ratakdyrén tangentin suuntainen ja sen

pituus
()] = yr'(t) - '(t)

ilmaisee kappaleen todellisen skalaarisen vauhdin v ajanhetkelld ¢. Kappa-
leen hetkellinen kiihtyvyys saadaan vastaavasti paikkavektorin 2. kertaluvun

derivaatasta
(1) = {2"(1),y"(1), 2" (1)}

Kiihtyvyysvektorin r”(¢) suunta ja suuruus méédrdytyy kappaleen fyysisen
liiketilan perusteella. Kiihtyvyytti tarkastellaan yleensd kahden kohtisuoran
komponentin ratakdyrdn tangentin suuntaisen tangentiaalisen kiihtyvyyden
a; ja sitd vastaan kohtisuoran kiihtyvyyden normaalikiihtyvyyden a,, eli kes-
keiskithtyvyyden avulla. Tamé periaaate esitellidédn kappaleessa 2.4.

2.2.2 Sainnollinen parametrinen kiyra

Parametrisen kédyrdn esitys ei ole yksikésitteinen. Kaksi kayrad ri(t),t €
(a,b) ja ro(7),7 € (a, ) ovat ekvivalentit eli niiden médrittadmit kdyrét
yhtyvit, jos on olemassa aidosti kasvava funktio ¢t = (1), joka kuvaa vilin
(a, B) viilille (a, b) siten, ettéd kaikilla 7 € («, 3)

ry(t(r)) = ra(7).

Esimerkiksi kiyrit ri(t) = {3t,1 — 2¢,t*} ja rao(7) = {67,1 — 47,472} ovat
ekvivalentit, silld ry(27) = ro(7).

Kéyra r(t) kuuluu funktioiden luokkaan C,, jos silld on jatkuvat osittaisde-
rivaat kertalukuun n saakka. Kdyrad kutsutaan sdédnnolliseksi luokassa C,,,
jos silld on parametrinen esitys r(t), t € (a, b), siten, ettd r(t) € C, jar'(t) # 0
kaikilla ¢ € (a,b).

Edellisen méarittelyn mukaan sdannollisella kayralld on kaikkialla nollasta
eroavat nopeusvektorit. Kinematiikan kannalta tdma merkitsee, etta kappa-
leen liikkeen médrittelemé ratakédyra on sddnnéllinen, jos kappale ei millaan
aikavalilla ole levossa. Suoraviivaisesti vakionopeudella etenevin kappaleen
tai kithtyvissid liitkkeessd olevan kappaleen méérittelemé ratakdyrda on ai-
na sdannollinen kdyra. Kihtyvyys ei kuitenkaan merkitse kirdn kaarevuut-
ta silloin, kun se on pelkistdin radan tangentin suuntaista. Kaarevuuden
médrittdminen on puolestaan fysikaalisen mallintamisen yksi keskeinen asia.
Téamikin seikka kertoo miten térkeds on jakaa kappaleen kiihtyvyys radan
tangentiaaliseen ja sitd vastaan kohtisuorassa olevaan normaalin suuntaisiin
komponentteihin eiké koordinaattiakseleiden suuntaisiin.



2.2.3 KA&yrin parametri

Parametrimuotoisen 3-ulotteisen kdyrin eri ominaisuuksien kuvaaminen ylei-
sen parametrin (tidssd aika t) avulla on yleensid monimutkaisempaa kuin jos
parametrina voidaan kayttaa karenpituutta s. Seuraavassa tarkastellaan kaa-
renpituuden ja yleisen parametrin eroja mééritettaessa sadnnollisten kiyrien
ominaisuuksia. Sekaannusten vilttdmiseksi derivoinnin yhteydessa kiytetain
seuraavaa kirjoitusopimusta.

Funktion derivointi yleisen parametrin ¢ (aika) suhteen ilmaistaan pisteno-
taatiolla

d .
—r=r
dt
Funktion derivointi kaarenpituuden s suhteen ilmaistaan pilkkunotaatiolla
d /
—r=r
ds

Kaarenpituus yleisend kdyrdn parametrina voidaan siten méaarittaa yhtalolla

s(t) = ([ [i(u)du (1)

to

T#alloin kdyrin esitys r(s) ilmaisee kappaleen paikan, kun se lahtien liikkeelle
kiinnitetysté pisteestd Py = {z(to), y(to), 2(to) } on edennyt matkan s pitkin
kdyrdad r(s). Kaarenpituuden parametri s riippuu méérittelyn ?? mukaan
alkuhetken ¢, valinnasta. Kahdella eri alkuarvolla t; jats ( #; < t5) médritetyt
kaarenpituusparametrit s; ja s, riippuvat toisistaan yhtéalon

to .

so(t) = s1(t) + t |t(u)|du

1
mukaisesti, misséd integraalin arvo on vakio. Siten kaikilla parametrin s valin-
noilla kidyran esitykset ovat ekvivalentteja keskenéén.
Koska s = s(t) on aidosti kasvava, on silld aidosti kasvava kaénteisfunktio
t = t(s). Siten myos kiyrin esitykset r(s) ja r(f(s)) samoin kuin r(¢) ja
r(t(s)) ovat keskenidédn ekvivalentit.
Esimerkki Médritetddn kdyrin r(t) = {3 cos 2t, 3sin 2¢, 8t — 4} ekvivalentti
esitys kaarenpituuden funktiona, missa kaarenpituus lasketaan kiinnitetystéa
pisteestd ¢ = 0.

r(t) = {—6sin2t, 6 cos2t, 8}



()| = /64 + 36 cos? 2¢ + 36 5in2 2t = v/100 = 10
t
- / 10du = 10t.
0

Talloin

r(t(s)) =r(s/10) —{3L0<5 Ssmg 442 }

Esimerkissé kaarenpituuden esittdminen yleisen pdrdlllett[‘lll avulla onnis-
tuu, koska kayrin komponenttifunktiot on valittu sopivasti ja integraali 77
voidaan madrittad. Yleisesti néin ei ole vaan kaarenpituuden méarittdminen
yleisen parametrin esityksesta ei aina ole mahdollista tavallisten funktioiden
avulla.

2.2.4 Kayran yksikkotangentti, yksikkonormaali ja yksikkGbinor-
maali seké oskuloiva taso

3-ulotteista kayrdd pitkin liikkkuvan kappaleen liiketilan tutkiminen maail-
mankoordinaatiston akseleiden suuntaisilla komponenteilla ei ole kovin kay-
tannollistd. Liiketila voidaan tehokkaammin hallita paikallisen koordinaatis-
ton avulla. Tamé koordinaatisto muodostuu ortonormaalista vektorikolmi-
kosta so. kiyrdn pisteeseen sijoitetuista yksikkétangentista, yksikkonormaa-
lista ja yksikktbinormaalista. Témé koordinaatisto on kappaleessa 2.1 esitet-
ty objektin koordinaatisto. Yksikkovektoreiden suunnat valitaan seuraavas-
ti: yksikkdtangentti T osoittaa kiyrdn tangentin suunnan kasvavan paramet-
rin suuntaan, yksikkonormaali N osoittaa oskuloivassa tasossa sen suunnan,
johon kéyrd on kovera eli konkaavi. Oskuloiva taso on taso, jolla on kay-
rin pisteessd kaikista mahdollisista tasoista korkein mahdollinen kosketusas-
te kdyrdn kanssa. Tama tarkoittaa sité, ettd kidyran ja sen tasolle muodos-
tetun projektiokdyran viliset etdisyydet kyseisen pisteen ldheisyydessa ovat
pienimmaét mahdolliset. Yksikkobinormaali B muodostaa edellisten kanssa
oikeankéden systeemin ja voidaan laskea edellisten ristitulona B = T x N.
Kinematiikassa yksikkotangentti ilmaisee kappaleen nopeuden suunnan, yk-
sikkbnormaali kappaleen normaalikiihtyvyyden eli keskeiskiihtyvyyden suun-
nan sekd binormaali kappaleen kiertoakselin suunnan.

Yhtilon ?? mukaan % = |i#(¢)] , joten

drdt, & i

'l — dt =1
¥l=IGa =12

e

Edella oleva merkitsee, ettd kaarenpituuden suhteen muodostetun kéyrén
r(s) derivaatta r'(s), jos se on olemassa, on yksikkovektori. Yksikkotangentti
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jokaisessa kdyrin sddnnollisessé pisteesséd s voidaan siten méadritella yhtalolla

T(s) = r'(s). 2)

Kéyran r(t) saannollisessi pisteessi on 1(t) kiyrdn tangentin suuntainen vek-
tori. Téten yksikkotangentti yleisen parametrin ¢ tapauksessa voidaan méaa-
ritelld yhtalolla

(3)

Yksikkovektorit X (s) muodostavat kiyrin r(s) vektorikentdn eli funktion, jo-
ka liitt#id jokaista arvoa s kohti Euklidisessi avaruudessa R? méadritellyn yk-
sikkovektorin X (s) (tai vastaavasti vektorin X (¢) kiyrélle r(t)). Yksikkovek-
toreiden X tai itse asiassa kaikkien sellaisten vektoreiden, joilla |X| =vakio,
vektorikenttéddn liittyy seuraava térked ominaisuus.

Jos X(s) on sellainen kdyrdn r(s) vektorikentté, jolle |X| = vakio, niin X(s)
ja X'(s) ovat keskendédn ortogonaaliset. Nimittéin, jos X - X =vakio, niin

d

—X - X=X"-X+X-X=0,
ds

joten pistetulon vaihdannaisuuden perusteella

XX =0.

Derivoimalla kdyran yksikkotangentti T = r(s) kaarenpituuden s suhteen
saadaan kiyrdn normaalivektori n = r”(s). Voidaan osoittaa, ettd r'(s) ja
r’(s) sijaitsevat oskuloivassa tasossa siten, etté edellinen (tangentti) osoittaa
kasvavan parametrin suuntaan ja jalkimméinen (normaali) osoittaa kohtisuo-
rassa tangenttiin ndhden kiyrin konkaaviin suuntaan. Kéyran yksikkoénor-
maali N(s) voidaan siten mééritelld yhtalolla

_ I‘”(S)
e ()]’

N(s) (4)

kun |r”(s)| # 0.

Koska myos T(t) ja T(t) ovat kohtisuorassa, voidaan yksikkénormaali N (t)
médritelld yleisen parametrin ¢ tapauksessa yhtalolla

0
FOI

8

N(t) (5)



kun |£(¢)] # 0.

Yksikkobinormaali saadaan molempien parametrien tapauksessa ristitulolla

B=TxN

Esimerkki Lasketaan yksikkGtangentit edellisessé esimerkissé méaritellyn
kidyrdn molemmista ekvivalenteista esityksistd pisteessi ¢ = 7.
r(t) = {3cos2t,3sin2t, 8t — 4}

r(s) = {3 cos g, 3sin g, —4 + 4%},

missé s = 10t.

Yhtalon 7?7 mukaan

T 3 s 3 s 4 3 4
T(=)={——=sin—, —cos —, — =10 -
(2) { 5’\11]575(_055,5}15:10W { ’ 5’5}
Yhtalon 3 mukaan
s {—65in 2t, 6 cos 2t, 8} 3 4
T(g) = = {0, _3’5}

64+ 36cos? 20 + 36sin? 21,_

2.3 Kayrin kaarevuus kaarenpituuden funktiona

Yksikkotangentin ja -normaalin méérittelyistd seuraa suoraan

L 1(s) = Ir"(£)IN(s) )

Kerroin [r”(s)| ilmaisee yksikkdtangentin suunnan muutosnopeuden
itseisarvon kaarenpituuden suhteen. Tata arvoa kutsutaan kiayrian kaa-
revuudeksi (curvature) ja merkitddn . Yksikkdtangentin muutosnopeuden
suunta on aina yksikkénormaalin suuntainen. Siten kdyréan kaarevuudelle saa-

daan yhtalo
T
)| o) )

r(s) = |
Jokaisessa kéyrin r(s) sddnnollisessd pisteessi kaarevuus on einegatiivinen
yksikollinen reaaliluku. Kaarevuuden yksikkdé muodostuu suunnanmuutok-

sen yksikon (rad) suhteesta pituusyksikkoon. Kaarevuusympyrd eli oskuloiva
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ympyréa kidyrdan pisteessd on sellainen ympyra oskuloivassa tasossa, jolla on
korkein mahdollinen kosketusaste kdyrdn kanssa ja vdhintddn niin korkea,
ettd ympyrilld ja kidyralla on yhteinen yksikkotangentti kyseisessé pisteessi.
Kaarevuusympyréin keskipistetti kutsutaan kaarevuuskeskipisteeksi ja sen sé-
detta kaarevuussdteeksi. Kaarevuusympyra sijaitsee samalla puolella kdyrad
kuin yksikkénormali. Kaarevuusédde p méadrdaytyy yhtalolla

pP=-
K

2.4 Kayrin kaarevuus yleisen parametrin funktiona

Edellisessé kappaleessa laskettiin kdyran kaarevuudelle hyvin yksinkertainen
kaarenpituudesta riippuva lauseke. Kéytannossa kidyrin kaarenpituutta ei
valttaméatta aina voida kadyttdd kidyrdn parametrina vaan kaarevuus on voi-
tava laskea yleisen parametrin funktiona. Témé onkin hieman hankalampi
tehtava.

Kappaleen liikkuessa pitkin kdyraa r(t), missd t merkitsee aikaa, on liikkuvan
kappaleen nopeus- ja kiithtyvyysvektorit v(t) = r'(t) ja
a(t) =v'(t) =r"(t).

Néiden vektoreiden komponentit ovat Euklidisen koordinaatiston koordinaat-
tiakseleiden suuntaiset. Kayrin kaarevuuden laskemiseksi on kiihtyvyysvek-
tori esitettdvd nopeuden suuntaisen komponentin eli yksikkétangentin (tan-
gentiaalinen kiihttyvyys a;) ja edellisen kanssa kohtisuorassa olevan yksikko-
normaalin (normaalikiihtyvyys a,,) avulla ts.

a(t) = a;T(t) + a,N(t).

Vaikka kiihtyvyydelld edelld onkin vain kaksi komponenttia, ne riittavit myos
3-ulotteisen kiyrdn kohdalla, silli molemmat komponentit kuuluvat kdyran
oskuloivaan tasoon. Kappaleen voidaan ajatella hetkellisesti liikkuvan pitkin
oskuloivaa ympyréad, jolloin kappaleen liiketté voidaan tarkastella oskuloivan
tason liikkeend ja esittdd kithtyvyysvektori kahden oskuloivan tason erisuun-
taisen vektorin lineaariyhdistelména.

Edella oleville komponenteille voidaan maérittad fysikasta tuttu esitys kdyréan
ja sen yksikkovektoreiden avulla.

10



Talloin
s _
dt

lv| = v.

Differentioimalla nopeuden lauseke ja huomioimalla yht&lot 6 ja 6 saadaan

dv .
= 0T +vT =
i +v
T + 0°T = 0T + v°,kN =
02
vT + —N.
P

Eli saamme kiihtyvyydelle esityksen

2
a=19T+ —N, (8)
p

missd ¢ on ratakiihtyvyyden eli ratanopeuden tangentiaalisen kiihtyvyyden
. 42 . .

ja “’7 on keskeiskiihtyvyyden suuruus.

Kayréin kaarevuus voidaan nyt méérittad yleisen parametrin kiyraesityksestéa
laskemalla edella olevien nopeus ja kiihtyvyysvektoreiden ristitulo.

2
VX&Z‘UTX('UT—!—U—N)
P
3 v3
T x T+ —T xN=—T x N.
p p

Huomioimalla ettd k = %, v =|r| ja B=T x N voimme kirjoittaa
. . .13
I Xt =g|r|°B
Ottamalla itseisarvot puolittain saamme kaarevuudelle alla olevan yhtélon.

o It x ¥
GG o
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3 Mallintaminen

3.1 Virtuaalisen litkkeen ohjausparametrit fysiikkamo-
duulissa

Moog liikealustan ympérille rakennetussa ohjelmistossa ilman fysikaalista
mallinnusta on mahdollista "ajaa’kelkkaa maaston pinnalla, jolloin kelkan
asento pyrkii noudattamaan pinnan vastaavia kaltevuusasentoja. Kussakin
paikassa on mahdollista kelkkaan kiinnitetyn kameran avulla lukea kelkan
alla olevan pinnan paikka- ja kaltevuustiedot, jotka syotetédén liikealustalle.
Asiakasrajapinnasta (kts. kappale 4.1) liikealustaa ohjataan litkeparametreil-
la, jotka on lueteltu alla olevassa luettelossa. Liikealusta palauttaa jokaisen
sille lahetetyn ohjauspaketin paluuarvoina alustan tila- ja asentoinformaa-
tion.

Liikealustaparametrit (liikealustaohjelmiston toteutusdokumentin mukaan)

1. a_z pystysuuntainen kiihtyvyys ylos-alas 23

2. a_x vaakasuuntainen kiihtyvyys eteen-taakse 3

3. a_y vaakasuuntainen kiihtyvyys vasen-oikea 3

4. roll sivuttaissuuntainen kallistuskulma vasen-oikea rad

pitch pituussuuntainen kallistukskulma eteen-taakse rad

[}

yaw pituussuunnan kiertokulma vasen-oikea rad

v_roll sivuttaissuuntaisen kallistuksen kulmanopeus ’“‘;—,d

N

8. v_pitch pituussuuntaisen kallistuksen kulmanopeus ”Sl—d

9. v_yaw pituussuunnan kiertymisen kulmanopeus %l

rad

10. a_roll sivuttaissuuntaisen kallistuksen kulmakiihtyvyys “&

11. a_pitch pituussuunnan kiertymisen kulmakiihtyvyys ’f—gd

12. a_yaw pituussuunnan kiertymisen kulmakihtyvyys ’"S%d
13. buffet_roll isku sivuttaissuuntaisen kallistuksen suuntaan rad

14. buflet_pitch isku pituussuuntaisen kallistuksen suuntaan rad
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15. buffet_z isku korkeussuunnassa m

16. buffet_x isku pituussuunnassa m

17. buffet_yaw isku pituussuunnan kiertymisen suunnassa rad
18. buffet_y isku sivuttaissuunnassa m

19. v_vehicle ajoneuvon nopeus

Fysikaalisen mallintaminen suoritetaan kameran antamien virtuaalimaailman
tietojen, systeemin juoksevan ajan ja kelkan kuljettajan antamien ohjausim-
pulssien perusteella. Fysiikkamoduuli vastaan ottaa liikealustan ohjausjér-
jestelmiltd kelkan alapuolella olevan pinnan paikka- ja kaltevuustiedot eli
maailmakoordinaatit =, y ja z sekd edelld olevat parametrit 3. ja 4., kuljet-
tajan sijainnin kelkkaan néhden seké jérjestelmén juoksevan ajan t. Fysiik-
kamoduuli palauttaa tiedot edelld olevista liikeparametreista, jotka kuvaavat
kelkan eli samalla kameran liiketilaan ja asentoon liittyvid tietoja. Liséiksi
palautetaan kelkan paikkakoordinaatit maailmakoordinaatistossa. Fysiikka-
moduulin toiminta on selostettu luvussa 4.

3.2 3D kiyran konstruointi
3.2.1 Kochanek-Bartelsin Cubic Spline konstruointitekniikka

Téssd luvussa konstruoidaan 3-ulotteinen spline-kéyré, joka yhdistda annetut
pisteet { P} | "pehmeisti’so. siten, etti kiyra ja sen derivaatta pisteiden vi-
lilld on jatkuva. Konstruointiin kiytetidn 3D garfiikassa geometrisessa mal-
lintamisessa yleisesti kiaytettyé tekniikkaa, joka perustuu Kochanek-Bartelsin
yleisempéidn TCB Spline kiyrdn konstruointitekniikkaan. Kirjaimet T, C ja B
tulevat sanoista Tension (jdnnitys), Continue (jatkuvuus) ja Bias (vinous
tai taipuneisuus), jotka vapaasti tulkittuna ilmaisevat miten jatkuva kiyra
kaareutuu kiinnitettyjen pisteiden véililld ja taipuu pisteiden kohdalla. Seu-
raavassa kuvataan lyhyesti David Eberlyn sivulla
http://www.magic-software.com/Documentation/KBSplines.pdf
oleva esitys konstruointitekniikan periaatteeista.
Konstruoinnissa tarvitaan kappaleen perikkéisiin koordinaatiston paikkaan
ja liiketilaan liittyvat suureet

{ti’ P, T:LT7 T?}n

=1

misséa
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t; on ajanhetki
P; on kappaleen paikkavektori ajanhetkelld ¢;
T! on kappaleen ratakiiyriin paikkaan P; tuleva tangenttivektori

T? on kappaleen ratakiiyriin paikasta P; lihtevi tangenttivektori

Paloittain mééaritrelty spline kiiyra konstruoidaan esittamalla se yleisten vek-
toriarvoisten kertoimien

A;, B;, C,; ja D; avulla

2 3
t—t t—t t—t
ri(t)—A,,;ﬁ-( Al >Bi+< A ) Ci+< A ) D;, (10)

missd A\; = t;41 — t;. Vektoriarvoiset kertoimet voidaan maarittaa ratkaise-
malla yhtaloryhmé, joka syntyy kdyrin ja sen derivaatan jatkuvuuteen liit-
tyvistd vaatimuksista:

ri{t;) = Po,ri(tia) = Popr, ¥s(6) = TF ja rillapr) = Tiyy
Alkuehdoista saadaan yhtaloryhmét

A, =P,
Ai+B,+C +D,=P,,
B; = AT

B; + 2C; + 3D; = AT]

i+1

ja yhtaloryhmén ratkaisuna

kertoimet (11>
B, = A, T9
C;=3(Piy1 — P;) — A(2T9 + TL )
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Kéyra 10 varustetuna kertoimilla 11 muodostaa nyt pisteiden P; kautta kul-
kevan kappaleen ratakdyridn, kunhan tangentit T? sekd T{ voidaan méaéarit-
taa.

Kun kayrilla ei oleteta olevan erityisid jannitys- tai taipumisominaisuuksia,
voidaan tangentit valita siten, ettd kussakin pisteessé tuleva ja lahteva tan-
gentti ovat samat. Lisdksi voidaan valita tangenttivektorit siten, etté kaikissa
pisteissid, P; tangentti on yhdensuuntainen viereisten pisteiden P;_; ja P4
vilisen sekanttivektorin kanssa. Tangenttivektoreille voidaan edelld olevan
mukaan méarittda yhtalot

. . 1 (Pi—l—l — P7) l(P1 - Pi—l)
v ! 2 Az 2 Ai—l

(12)

3.2.2 3D k&yran konstruointi

Seuraavassa tarkastellaan 3D spline kidyréan konstruointia Mathematicalla se-
ki havaintopisteisiin liittyvien ajankohtien merkitystd kédyrdn ominaisuuk-
siin. Kaikki Mathematicassa suoritettavat mérittelyt esitetdédn eps -kuvina
Mathematican omalla notaatiolla.

Testiaineistona kéytetddn 3-ulotteisen avaruuden pintaa ja pinnalle mééri-
tettyd pistejonoa, joka muodostaa oletetun ajoreitin kuva (2).

In[5]:= testSurface= {x, y, 4Sin[0.1xy] Cos[0.1xy]}
pos = Table[testSurface /. y-» x, {x, 0, 6}]
timeP = {0.0, 0.15, 0.3, 0.45, 0.60, 0.75, 0.90}
intv = Table[timeP[[i +1]] -timeP[{i]], {i, 1, Length[timeP] - 1}]

Kuva 2: Testipinta

Pisteiden méédrittamét tangentit ja niiden perusteilla konstruoitava 3D spline
kéayra saadaan alla olevilla méaarittelyilla sisédpisteiden muodostamilla valeilla
(kuva 3).

Kuvassa (4) on tulostettu konstruoitu Spline kiyra reittipisteiden yhteyteen.
Kuvassa () on esitetty lisiksi testauspinta.

Spline kéyrd kulkee méérittelynsé perusteella aina havaintopisteiden kaut-
ta, mutta niiden viliset arvot interpoloidaan. Itse asiassa pisteiden vélisella

maastolla ei ole mitdén vaikutusta splinekédyrdan kaarevuuksiin pisteiden véa-
lilld, vaan sen médrdé tdysin parametrin ¢ arvot. Edellisisséd kuvissa havain-
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Infll]:= tangents = Table[-z— Tt 111 Tnte[[il]

{i, 2, Length[timeP] - 1}] // Chop

splnF = ‘I‘able[pos[[i +1]1]1 + (t -timeP[[i +1]]) tangents[[i]] +

[ (t-timeP[[i+1]])
intv[[i+1]]
intv[[i+1]] (2tangents[[i]] + tangents[[i1+1]])) +

2
] (3 (pos[[i+2]] -pos[[i+1]]) -

(t -timeP[[i +1]])
( intv[[i+1]]
intv[[i+1]] (tangents[[i]] + tangents[[i+1]])),
{i, 1, Length[timeP] - 3}] // Chop

3
] (-2 (pos[[1i+2]] -pos[[i+1]]) +

Kuva 3: Spline kéyrén méaéritys

Kuva 4: Spline kiyré ja pisteet

RSS2
N\ 7
N7
S/

Kuva 5: Spline kéyré ja pinta

topisteiden véliset ajanjaksot olivat kaikki yhta pitkida. Mikali joidenkin ha-
vaintopisteiden valinen aikavili pitenee suhteessa seuraavaan véliin, aiheut-
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taa tamd kayrén taipumisen vilien yhteisessé pisteessa siten, etté pitemmén
aikavilin kdyrédn osan pituus kasvaa suhteessa lyhempéén.

Kuva 6: Parametrin t (aika) vaikutus kdyrdan

Kuvassa (6) on kuvattu kuvan (5) splinekéyra lisiksi spline kiyré, joka on
konstruoitu siten, ettd 3. ja 4. havaintopisteiden viélistd aikavélid on pienen-
netty kolmannekseen aikaisemmasta. Tama aiheuttaa 3. vilin kdyrdan osalle
lisdd "valjyyttd’kun taas 4. vali "kiristyy”eli tdmé kayrdn osa kuljetaan no-
peammin. Yksikkdtangentin suunta havaintopisteissi riippuu siis parametrin
t (aika) arvoista eiki ole vilttaméttd saman suuntainen spline kiyrin kon-
struoinnissa kiytettyjen havaintopisteiden avulla méériteltyjen tangenttien
kanssa .

3.3 Kelkan ilmalennon mallintaminen

Kelkan irtautuminen pintakosketuksesta voidaan fysikaalisesti méiérittad pel-
kiistdén ajolinjan kaarevuuden ja kelkan nopeuden avulla. Kelkan liikettd voi-
daan hetkellisesti tarkastella oskuloivassa tasossa liikkeend pitki ympyréara-
dan kaarta. Kappale pysyy ympyréiradalla, jos on voimassa

ZF:mafna

missid ) F on kappaleeseen vaikuttavien voimien kaarevuusympyrén keskipis-
teeseen osoittava komponentti, m on kappaleen massa ja a,, keskeiskiihtyvyys,
jonka suuruus lasketaan kaavalla a,, = %. Rajatapauksessa, kun kelkka on
juuri irtautumassa pinnasta ja tukivoimat ovat nollia, keskeisvoima muodos-
tuu ainoastaan gravitaatiovoiman keskeiskiihtyvyyden suuntaisesta kompo-
nentista. Télloin saadaan ehto: kelkka irtautuu pintakosketuksesta, jos pinta
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on ylospéin kupera ja \
v

mg,, < m—
P

eli )
v

Ajolinjan kaarevuudet ja vastaavat kaarevuussiteet voidaan laskea konstruoi-
dun spline funktion avulla (kuva 7).

x = Table[ (V ((D[splnF[[i]], ] xD[splnF[[i]], {t, 2}]).

(D[splnF[[i]], t]xD[splaF[[i]], {t, 2}1))) /

(VD[splnF[[i]], t].D[splnF[[i]], t] )3 /.
t > timeP[[i+1]], {i, 1, Length[splnF]}]

p=Map[#' &, x]

Kuva 7: Kaarevuus ja kaarevuusside

unitTangent = D[splnF[[2]], t] /‘\/D[splnF[ [2]], t].D[splnF[[2]], t]
uTan = unitTangent /. t » timeP[[4]]
uNorm =

D[unitTangent, t] /‘\/D[unitTangent, t].D[unitTangent, t] /.t -» timeP[[4]]

uBin = uTan xuNorm // Chop

Kuva &: Yksikkovektoreiden laskeminen

Kaarevuuden suunnan eli keskeiskiihtyvyyden suunnan kertoo yksikkénor-
maali. Kuvassa (9)on esitetty spline kiiyrén yhteyteen pisteeseen 4. piirretty
kaarevuusympyré sekd yksikkotangentista, yksikktnormaalista ja yksikobi-
normaalista muodostuva objektin koordinaatisto. Yksikkovektorit on mééri-
tetty kuvan (8) mukaisesti.

Kelkan irtautuminen voidan méérittai nyt kuvan (10) laskennan avulla. Mi-
kéli kelkka irtautuu pinnasta, voidaan ilman suurempaa virhettd laskea kel-
kan ilmarata ilmanvastuksettoman heittoliikkeen periaatteella (kuvat 11 ja
12).
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Kuva 9: Objektin koordinaatisto

In[269]:= vVechicle =D[splnF[[2]], t] /. t - timeP[[4]]
gravAcc = {0, 0, -9.81}

vVechicle?
accNorm = ———— uNorm

pll2]]

gravAcc.accNorm

gravToAccNorm =

'\/ accNorm.accNorm

If [achorm[ [3]] < 0 && gravToAccNorm< A/ accNorm.accNorm,

flying = True, flying= False]

Kuva 10: Kelkan irtautumisen tutkiminen Mathematicalla

airPos =
Table['l'able[pos[ [4]11[[4i]] + vVechicle[[i]] time + % gravAcc|[i]] time?,

{i, 1, 3}], {time, 0, 0.35, 0.05}]

Kuva 11: Ilmalentoradan laskeminen

[lmalennon aikana myo6s kelkan kulmaparametrit muuttuvat. Kelkka kulkee
koko ilmalennon aikana ratakéyrén tangentin suuntaan kun lento projisoi-
daan xy-tason suuntaisesti. Kelkan mahdollista sivuttaiskdédntymista kelkan
normaalin eli akselin z suhteen ei tapahtune kdytdnnossé, joten v_yaw = 0
sekd a_yaw = 0. Kelkan kallistuminen ratakédyrédn tangenttiin ndhden poi-
kittaisessa suunnassa jatkuu tasaisena, jolloin v_roll = vakio ja on yhtésuuri
kuin se on irtoamishetkelld sekd a_roll = 0.

Ilmalennon aikana on kuljettajalla mahdollisuus vaikuttaa kelkan pituus-
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Kuva 12: Kelkan ilmalento

suuntaiseen kulma-asentoon ilmassa. Kyseeseen tulee todellisuudessakin kéy-
tetty kelkan pitch kulman muuttaminen jarrulla ja kaasulla. Taméa mahdollis-
taa suotuisemman alastuloasennon etsimisen ilamlennon aikana. Mikéli ve-
tohihnan pyorimisnopeus sailyy vakiona, sdilyy myos kelkan kulmanopeus
v_yaw vakiona. Kuljettajan jarruttaessa tai kiithdyttdessd hihnan pyorimis-
nopeus muuttuu. Téalléin jarrujen tai moottorin hihnalle antama momentin
impulssi on yhtésuuri kuin kelkan saama vastakkainen momentin impulssi eli
liikema#dramomentti siilyy koko systeemilld (kuljettaja ei ole kiinteésti kiin-
ni, joten se voidaan jattdd pois tarkastelusta). Alustan parametri v_vehicle
merkitsee hihnan ratanopeutta ja a_x sen tangentiaalista kiihtyvyytta. Ol-
koon J;, hihnan ja Jj kelkan hitausmomentit ja vastaavasti ay, ja oy vastaa-
vat kulmakiihtyvyydet. Téall6in hihnan ja kelkan momentin impulsseille on
voimassa

Jh Qp, At = Jk (67 At.

Edellisesté saadaan johdettua kelkan kulmakiihtyvyydelle lauseke

ay = ﬁr a_x
k Jk ht_&,
missid r, on vetohihnan pyoritysside. Kelkan kulmakiihtyvyys saadaan siis
laskettua kelkan litkeparamaterista a_x vakiolla kerrottuna.

3.4 Kelkan kallistumisen mallintaminen
Toisin kuin irtautuminen pintakosketuksesta on kelkan kallistumisen mallin-
taminen monimutkaista. Kallistumisen alkaminen riippuu kelkan geometrian

ja hitausmomentin lisiksi niin maastosta kuin ajolinjasta seké -ei misséén ta-
pauksessa vihdisimmin- kuljettajan painopisteen paikasta kelkkaan nédhden.
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Mallintamisessa ajajaa tarkastellaan jaykédn kappaleen tavoin mikéd luonnol-
lisesti on kaukana todellisuudesta. Elastisen kuljettajan impulsiivinen liikeh-
dinté kelkan péalld on kidytannossa kelkan kdyttaytymiseen eniten vaikuttava
scikka. Téssé dokumentissa tyydytddn esittdmédn vain jiykédn kappaleen eli
kelkan kallistumisen riippuvuus ajolinjasta ja maaston kaltevuudesta. Kul-
jettajan painopisteen vaikutusta késitelladn lyhyesti.

7
_ %90°-6

Kuva 13: Kelkan kallistuminen

Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa kelkka alkaa kallistua kaltevaan pintaan
néhden alarinteen puolelle (kuva 13). Téssd sovitaan, etd kiertyminen vasta-
péivdadn kelkan nopeuden suunnasta eli yksikkGtangentin suunnasta katsot-
tuna on positiivinen. Kelkan sivuttaissuuntainen kaltevuuskulma roll on pin-
takosketuksessa sama kuin pinnan vastaava kulma (téssé negatiivinen edelli-
sen sopimuksen nojalla). Rajatilanteessa kiertymiseen vaikuttavat tukivoimat
ovat nollia, jolloin kelkan sivuttaisuuntaisen kiertymisen kulmakiihtyvyyteen
a vaikuttaa ainoastaan kelkan painovoima. Jotta kelkan molemmat sivut py-
syisivit pintakosketuksessa, tulee painovoiman aiheuttaman kulmakiihtyvyy-
den arvon tukipisteen P suhteen olla itseisarvoltaan niin suuri, ettd se riittaé
pitaméaén kelkan massakeskipisteen ajolinjan mukaisella kaarevuuskéyralla.

Seuraavassa merkitaan

# =suunnattu kulma /(ay, g)
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1 = kelkan pohjan sivuttaissuuntainen kiertyminen (= |kelkan roll|) vaaka-
tasoon néhden

§ = arctan(¥) , missd = ja y ovat kelkan massakeskipisteen etiisyydet sivu-
pinnoista, kun kelkka pidetdén suorakulmaisena sdrmicnaé.

Edelld olevien kulmien rajoitukset: 6 € [-Z, 2], n € [0,5—¢] ja kiytanossd £ €
(0, ]. Kulman # merkin méaérai vektoreiden a, ja g keskindinen jarjestys so-
vitussa kiertosuunnassa. Kuvassa (13) on 6>0.

3.4.1 Kallistuksen alkamisehdot

Kelkan kallistumisen ratkaisemiseksi pityéa selvittdd kulmakiihtyvyyden a ja
keskeiskiihtyvyyden suuruuden a,, = % vilinen yhteys. Kuvan (13) mukaan
on madaritettava kulmakiihtyvyytta a vastaavan tangentiaalisen kiihtyvyyden
a; keskeiskiihtyvyyden suuntainen komponentti ag, . Kun tdméi komponent-
ti on suuruudeltaan pienempi kuin ajolinjan méaaraama keskeiskiihtyvyyden
suuruus, ei painovoima pysty endd pitdmédan kelkan massakeskipistettd ajo-
linjan mukaisella oskuloivan ympyréin radalla.

Vektoreiden a, ja ag villinen kulma voidaan laskea, kun huomioiodaan /(gy, ay) =

& ja ay = an/x? + 2, jolloin
¢ = L(ag,an) =& — (0 —n).

Kulma ¢ saa vaihdella vililld (%, %), jolloin on voimassa cos(—y) = cos(y).
Téamé on myos riittava vaihteluvéli kulmalle todellisia kelkan kallistumisti-
lanteita ajatellen.
Kaliistumisen alkamisen ehdoksi saadaan nyt kuvan (13)mukaisessa tilantees-
sa

Kun roll < 0,60 >0 ja a > 0,

ay/x? + y? cos(é — (0 —n))| <

Kun ajolinjan perusteella keskeiskiihtyvyyden suunta on alarinteen puolelle
eli 8 < 0, pyrkii kelkka kallistumaan ylérinteen puolelle. Talloin a < 0 seké

(14)

= | %

© = L(ag,an) = (0 +n—&).

Kallistumisen alkamisen ehdoksi saadaan nyt

Kun roll < 0,60 <0 ja a <0,
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742
’m/wg +y2 cos(@+n—¢§)| < % (15)

Kun tason kaltevuuden suunta vaihtuu, on kelkan roll > 0. Edelld olevat
ehdot pétevit, kun ehdossa (14) kirjoitetaan

roll > 0,0 <0 ja a<0
ja ehdossa (15) kirjoitetaan

roll > 0,6 >0 ja a>0.

3.4.2 Kallistuksen kulmasuureet

Painovoiman kelkalle aiheuttama momentti tukipisteen 7 suhteen aiheuttaa
kulmakiihtyvyyden «, jonka suuruus riippuu kelkan hitausmomentista J, ko.
tukipisteen suhteen seké kelkan kaltevuuskulmasta 7. Painovoiman tangen-
tiaalisen kiihtyvyyden suuntainen komponentti kuvan (13) tilanteessa juuri
kallistumisen alkaessa on G, = cos(n+ &)@, joka aiheuttaa pyorimisliikkeen
dynamiikan perusyhtélon mukaan kulmakiihtyvyyden

_ Geos(§+1m)
o = *J—k- (16)

Kun ajolinjan perusteella keskeiskiihtyvyyden suunta on alarinteen puolella
eli # < 0 on kulmakiihtyvyys vastaavassa tilanteessa
_ Gceos(€—n)

e — (17)

Kaltevan tason tapauksessa, jossa pinnan kaltevuuskulma roll > 0, eo. yh-
talot patevit, kun negatiivinen etumerkki vaihdetaan yhtéalosta 16 yhtaloon

17.

Kulmakiihtyvyys on yhtdléiden 16 ja 16 mukaan kulman n = |roll| funktio.
Kallistumisen aikaiset sivuttaissuuntaiset kelkan kaltevuuskulma roll ja kul-
manopeus v_roll voidaan laskea Eulerin menetelmén mukaisesti. Alkuehdot
rolly ja v_rolly saadaan fysiikkamoduulin ylldpitamésté liiketilan historiasta.
Kulmakiihtyvyyden alkuehdoksi kuvan (13) tapauksessa tulee

_ Geos(Ei|rolly|)

0 = 7 (18)
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Kallistumisen aikana suoritetaan seuraavat laskennat kullakin moduulin ajo-
kerralla:
roll;1 = roll; + A;v_roll;,
v_roll;y1 = v_roll; + A; oy,
_ Geos(€ + [rolliy])
Ji.

jp) =

missd A; =t — ;.

3.4.3 kelkan kaatuminen

Mahdollista kelkan katumista heti kallistuksen alettua voidaan tutkia ener-
giaperiaatteella. Mikéli kelkan pyorimisenergia tukipisteen P suhteen on suu-
rempi kuin se potentiaalienergialisiys, joka kelkalle tulee sen kiertyessa tu-
kipisteen ympéri ylimpéaédn asentonsa eli labiiliin tasapainoasemaan, kelkka
katuu. Voimme siis kirjoittaa kelkan katumisehdon

1
5 Jy v_rolly*> > mgAh. (19)

Kuvan (13) tapauksessa

Ah = \Ja? +y2 = \Ja2 + y2sin(n + €) = (1 —sin(n + €))y/22 + 42 (20)

Kun ajolinjan perusteella keskeiskiihtyvyyden suunta on alarinteen puolella
eli # <0, on

Ah = \/:B2 + 42— \/:B2 +y?sin(¢ —n) = (1 —sin(§ — )22 + 92 (21)

Kun kaltevan tason kaltevuuskulma roll > 0, eo. yhtélot patevit pidinvastai-
sessa jarjestyksessd kulman 6 etumerkin suhteen.

3.4.4 Kuljettajan vaikutus
Kuljettajan vaikutusta kelkan sivuttaissuuntaiseen liiketilaan voidaan osit-

tain mallintaa tulkitsemalla kuljettaja kelkkaan kiinnitetyksi jaykéaksi kappa-
leeksi. Kuljettajan paikkaa kelkan yldpuolella voidaan virtuaalilaboratoriossa
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seurata tiettyjen kamerajarjestelyjen avulla siten, ettd kamera lukee kuljetta-
jan arvioidun massakeskipisteen paikan sivu- ja korkeussuuntaiset koordinaa-
tit. Kuljettajan vaikutus kelkan hitausmomenttiin voidaan arvioida Steinerin
saannolla
Jr=md®,

missé m’ on kuljettajan massa ja a on kuljettajan masakeskipisteen etiisyys
painopisteesta P. Edellisissé laskuissa tulee kelkan massa m korvata kelkan
ja kuljettajan yhteiselld massalla m + m’ ja J, tulee lisdtd yo. yhtdlon méai-
rittamaé kuljettajan hitausmomentti.

4 Fysiikkamoduuli

4.1 Toimintaympéristo

Fysiikkamoduulin mallinnus alkoi syksylla 2003 tilanteessa, jossa kédytetté-
vissé oli ainoastan tieto kappaleessa 3.1 esitetyisté litkeparametreista seka pe-
riaatteesta, ettd kelkka pystyy olemassa olevan ohjelmiston perustella liuku-
maan virtuaaliympéaristossé kuljettajan ohjaamana noudattaen téaydellisesti
pinnan kaltevuuksia. Kelkkaan kiinnitetty kamera pystyy lukemaan suoraan
kelkan alapuolella olevan pinnan paikallisen koordinaatiston mukaiset kal-
tevuustiedot ja valittdmaéan ne liikealustalle. Liikealustan ohjausjarjestelmé
yllépitda tiedot edelld mainittujen litkeparametrien arvoista. Liséksi jérjes-
telmalta saadaan mittaushetken juokseva aika.

Keviddlla 2004 ilmestyneen liikealustaohjemiston toteutusdokumentin mu-
kaan Moog liitkealustan ympérille rakenettu toiminnallinen kokonaisuus koos-
tuu liikealustasta, serveristd ja simulaattorista. Tétd kokonaisuutta ohjaa
ohjelmisto, joka koostuu kahdesta osasta serveriohjelmistosta, joka huoleh-
tii kaikista liikealustan toimintatiloista, seké asiakasrajapinnasta, joka nor-
maalisti on liitetty simulaattoriin. Serveriohjelmisto kuntelee simulaattoril-
ta tulevia viestejd, joiden perusteella ohjaa liikealustaa. Téssd dokumentissa
ei suunnitella fysiikkamoduulin toimintaa asiakasrajapinnan ja serverin muo-
dostamassa ojhjelmistokokonaisuudessa muilta osin kuin yhteisen rajapinnan
osalta.

Kappaleessa 3.1 tuli jo esille alustavasti fysitkkamoduulin toiminta kokonai-
suuden osana. Oleellista on se, etté fysiikkamoduuli mallintaa kelkan liiketta
annettujen maaston pintatietojen, systemiltd saadun ajan ja kelkan kuljetta-
jan antamien ohjausimpulssien perusteella. Télloin fysiikkamoduuli ei ennus-
ta kelkan tulevaa liikettéd vaan se ainoastaan pyrkii korjaamaan kelkan liiketi-
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Kuva 14: Mallinnuksen ympéristo

lan vastaamaan todellisuutta nykyisestd alustan toimintaperiaatteesta, jossa
kelkka liukuu kaikissa tilanteissa tédydellisessé pintakosketuksessa. Vain siiné
tapauksessa, ettd kelkka on ilmassa tai kallistunut, fysiikkamoduuli huolehtii
kokonaan kelkan liiketilan méérittamisestd kuljettajan antamien ohjausim-
pulssit huomioimalla.

Kuva 14 havainnollistaa perustilannetta, jossa fysiikkamoduuli on saanut
syOtteend kelkan oletetun seuraavan ympériston FP;,q tilan ajanhetkelld ¢;4.
Moduuli palauttaa kelkan todellisen liiketilan ympéristossa P;. Kaytannosséa
talla viiveelld ei liene havaittavaa merkitysté kelkan liiketilan tuntemukseen,
koska liikealustachjelmiston toteutusdokumentin mukaan liikealustalle tulee
lahettdd noin 60-100 ohjauspakettia sekunnissa, jolloin kahden syotepaketin
vilinen aikaero on luokkaa 10 ms - 17 ms. Tata kirjoitettaessa fysiikkamo-
duulin toimintaa ei ole vield testattu liikealustalla

Liikealustan toteutusdokumentissa ei kuvata periaatetta miten kameran lu-
kema seuraava ympéristotila P, méardytyy vaan ainoastan miten se vélite-
tadn liikealustalle. Tahédn ympéristotilaan vaikuttavat oleellisesti kuljettajan
antamat impulssit ratin, jarrun ja kaasun asennoista. Seuraavassa oletetaan,
etté litkealustaohjelmistossa ennen fysiikkamoduulin kutsua on kuljettajan
antamien ohajustietojen perusteella laskettu ja luettu kelkan oletettu seu-
raava ympdristotila ja sitd vastaava jarjestelméan aika. Edellisen voisi kuvata
myds siten, ettd aikaisemman mallin mukainen "haamukelkka’kulkee edelleen
taydellisessd pintakosketuksessa suoraan maallinnetun kelkan alapuolella ja
kertoo fysiikkamoduulille pintaan liittyvan informaation ja kuljettajan anta-
mat ohjausimpulssit.

Fysiikkamoduuli yllapitdéd kelkan liiketilahistoriaa ja huolehtii siten kelkan
liiketilan médraytymisestd siind tapauksessa, jolloin kelkka ei liu'u tédysin
pintakosketuksessa. Mallinnus toteutetaan neljan viimeisen kelkan liiketilaan
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liittyvéan syGteinformaation perusteella. Tilanteessa jossa kelkka on kokonaan
irtautunut pintakosketuksessa malinnetaan syoteinformaatiosta ainoastaan
ratakdyrdan projektio kelkan alapuolisella pinnalla. Téll6in kelkan joutuessa
ilmalennon jilkeen uudelleen pintakosketukseen, on ratakéyra heti kiytetta-
vissd.

Fysiikkamoduulin ja liikealustaohjelmiston viélisen tiedonsiirron hoitaa Mat-
hematican mukana tuuleva MathLink ohjelmisto. Math Link ohjelmisto tar-
joaa yleisen rajapinnan Mathematican ja ulkoisen ohjelman viliselle yhteis-
toiminnalle seuraavilla tavoilla (MathLink ohjelmiston yksityiskohtaisempi
tarkastelu ei kuulu tdmén dokumentin aihepiiriin):

e mathematicasta kutsutaan ulkoisen ohjelman funktioita

e ulkoisesta ohjelmasta kutsutaan Mathematican funktioita

e ulkoisesta ohjelmasta késin astetaan Mathematicaan uusia kayttoliit-
tymid

e hoidetaan Mathematican ja ulkoisen ohjelman vélista tiedonsiirtoa
e hoidetaan kahden rinnakkain toimivan Mathematica-ohjelman vélistéa

tiedonsiirtoa

Fysiikkamoduuli on toteutettu Mathematican ohjelmapakettina (Mathema-
tica package), jota kutsutaan liikealustan ohjausohjelmistosta. Paketin kut-
suminen kédynnistdd konecessa olevan Mathematican Kernel-ohjelman, joka
evaluoi kutsuttavat funktiot.
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4.2 Algoritmit ja funktiot

4.2.1 Fysiikkamoduulin toimintasilmukka ulkoisen ohjelmiston yh-

teydessi

Ulkoinen ohjelmisto Mathematica
— lue_ohjausdata()
T !
T laske_seuraava_ymparisto ()
T +
0 ldhetda_data() — lueDatal ]
1 |
1 mallinnal ]
T 4
T lue_data() +— lahetédDatal ]
T +

< pdivitd_simulaattori_ja_alusta()

Silmukan alussa Funktio lueOhjausData() laskee kelkan kuljettajan anta-
mien ohjausimpulssien (kaasu, jarru, ratti) ja/tai mahdollisesti ilmalennon
yvhteydesséd fysiikkamoduulin tuottamien ohjaustictojen perusteella kelkan
scuraavaa sijaintia vastaavat pinnan paikka- ja kaltevuusticdot.

Fysiikkamoduuli ottaa vastaan 11 parametria: kelkan alapuolisen pinnan
x,y, z,roll japitch parametrien arvot, kelkan suunta yaw, kaasun ja jarrun
asento, kuljettajan massakeskipisteen paikka kelkan poikittaissuuntaisessa
tasossa dr_y ja dr_z ja mittaushetken ajankohta ¢.

Fysiikkamoduuli palauttaa liikeparametrien (19 kpl) arvot seké kelkan ja sa-
malla kameran maailmakordinaatiston paikkatiedot, joiden perusteella funk-
tio paivitaSimulaattoriJaAlusta() ohjaa kameraa ja alustaa.

4.2.2 Fysiikkamoduulin toiminta-algoritmi ja funktiot

Fysiikkamoduuli alustetaan kutsumalla funktiota initialize[], joka alus-
taa kaikki fysiikkamoduulin globaalit muuttujat.

Funktio getDatal[ ] ottaa vastaan ulkoiselta ohjelmalta reaalilukulistan, jo-
ka siséltdd mallinnuksen tarvitsemat 11 parametria. Tamé funktio kutsuu
litkehistorian péivitysfunktiota update[] sekd mallintamisen hoitavaa las-
kentafunktiota calculate[ ]. Lopulta evaluoidaan so. ldhetetdén ulkoiselle
ohjelmalle dataOut lista, joka sisiltdd 22 kelkan liikeparametria.

28



getData[inList_]:=
updatel[ ]
\

calculatel ]

!

dataOut

Funktio calculate[ ] on laskennan péa#dalgoritmi.

calculate[inList_]:=
splineFunction[ ]

1

If [flying==True, fiy[ 1,
1

If [sliding==True, slidel 1,
!

If[startFlying==True, getInitialValues[ ]
flying=True

slidel[ ]
d
tilting==True
tilt[ ]

Mallinnusfunktio splineFunction[ ] tutkii ratakédyrian kaareutuvuuden. Mi-
kdli kidyrd on suoraviivainen, saa muuttuja sliding arvon tosi. Kéyrévii-
vaisen ratakiyrin tapauksessa funktio laskee ratakédyrian karcutuvuuden ja
paikalliset yksikkovektorit, joiden perusteella muuttujan startFlying arvo
myOhemmin maaraytyy. Jos kelkka on jo edelliselld evaluointikierroksella ir-
tautunut ilmalentoon, on totuusmuuttujalla flying arvo tosi, jolloin kut-
sutaan suoraan funktiota £1y[]. Mikéli totuusmuuttujalla sliding on arvo
tosi, kutsutaan funktiota slide[]. Ratakéayrin ollessa kaareva ja pinnasta ir-
tautumisen ehdot tayttyvit otetaan talteen kelkan paikan ja liiketilan alkuar-
vot ilmalentoradan laskemista varten, asetetaan muuttujalle f1ying arvo tosi
ja kutsutaan vield funktiota slide[]. Mikéli kelkka pysyy pintakosketuksessa,
kutsutaan funktiota tilt].

Funktiot slide(], fly[] ja tilt[] méarittavat kukin kelkan liikeparamet-
rien arvot omissa liiketiloissaan . Funktioissa f1y[] muuttuja flying saa
arvon epétosi, jos lentoradan mukainen z-koordinaatti on pienempi kuin
mallinuksen ldhettdmé pinnan z-arvo. Samoin Funktiossa tilt[] muuttu-
ja tilting saa arvon epditosi, jos kallistuksen mukainen roll arvo on itseisar-
voltaan pienempi kuin mallinuksen ldhettdmé& pinnan roll arvo.
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4.2.3 fysiikkamoduulin globaalit muuttujat

Fysiikkamoduulin vastaanottamat parametrit tallennetaan muuttujaan

dataIn={x, y, z, roll, pitch, yaw,
elapsedTime, sledsCarburator, sledsBrake,
driver_y, driver_z}

Fysiikkamoduulin palauttamat liikeparametrit tallennetaan muuttujaan

dataOut={sledx, sledy, sledz, xAcc, yAcc, zAcc, sledroll,
sledpitch, sledyaw, rolVel, pitchVel, yawVel,

rollAcc, pitchAcc, yawAcc,

rollBuf, pitchBuf, zBuf, xBuf, yawBuf, yBuf, sledVel}

Moduulin ldhes kaikki apumuuttujat ovat globaaleja muuttujia,jotta moduu-
lin toiminta olisi mahdollisimman nopeaa. Seuraavassa esitetdén toiminnan
kannalta oleellisimmat apumuuttujat ja funktiot, jotka niita késittelevit.

Funktio update[ ] ylldapitaa kelkan liikehistoriaa. Paikan, kaltevuuskulmien
ja kulmanopeuksien arvot talletetaan 4x3 -matriiseihin, aika-arvot listaan.
Spline kdyran mallinnuksessa tarvittavat tangentit talletetaan 2x3 matriisiin.

Funktio splineFunction[ ] laskee kidyrdn kaarevuuden, kaarevuussiteen,
keskeiskiihtyvyyden ja gravitaatiokiihtyvyyden komponentin keskeiskiihty-
vyyden suunnassa. Néilld muuttujilla voidaan méarittdaa kelkan mahdollisen
ilmalennon alkaminen. Liséksi funktio laskee yksikkttangentin ja -normaalin,
joiden avulla voidaan laskea lentorata seké kallistuksen méarittamisessi tar-
vittavien kulmien suuruudet.

Funktion splineFunction[ ] toiminnassa Mathematica operoi spline kiy-
ran symbolisessa muodossa, jolloin myos yksikkovektorit saadan symbolisen
derivoinnin avulla. Téssa kohdin vidra lausekkeiden laskujérjestys aiheuttaa
symbolisten lausekkeiden paisumisen liian suuriksi, jolloin niien evaluoiminen
vie liiaksi aikaa.

4.3 Testauksesta

Fysiikamoduulista on ohjelmoitu téitéd kirjoitettaessa vasta toiminnallisuus,
joka mallintaa liukumista ja ilmalentoa ilman kuljettajan ohjausimpulssien
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huomioimista. Fysiikkamoduulia ei ole vield testattu aidossa liitkealustaympé-
ristossd. Testauksia on kuitenkin tehty monessa vaiheessa siirryttéessa teo-
riasta kdytantoon. Seuraavassa esiteddn fysiikkamoduulin testiajoa Mathe-
maticasta kéisin jo aikaisemmin kédytetylld testiaineistolla, jossa médritetadn
tietyt kelkan sijainnit 3D pinnalta ja liitetdén niihin itse méaaritetyt ajankoh-
dat. SyoGteaineiston muita parametreja ei késitelld tédssi testauksessa.

testSurface = {x, y, 4Sin[0.1xy] Cos[0.1xy]}
positions = Table[testSurface /. y-»x, {x, 0., 6.0, 0.4}]

tPs = Table[t, {t, 0., 1.8, 2 }

Length[positions] -1

dataInlista =
Table[ {positions[[i, 1]], positions[[i, 2]], positions[[i, 3]], 0.0, 0.0,
0.0, tps[[i]], 1.0, 1.0, 1.0, 1.0}, {i, 1, Length[positions]}]

Kuva 15: Testiaineisto

Moduulin ajetaan testiaineistolla Mathematicasta késin, kun paketti on ensin
alustettu kutsumalla funktiota initialize[]. Moduulin palauttamaa tulos-
tusta on muutettu niin, ettd vain x,y ja z koordinaatit tulostuvat.

initialize[]

modelledPoints = Table[getData[dataInlista[[i]]], {i, 1, Length[positions]}]

Kuva 16: 1. testiajo

Alkuperiiset sijaintipisteet ja fysiikkamoduulin palauttamat x, y ja z koor-
dinaatit tulostetaan seuraavilla grafiikkakaskyilla.

initialP = Show[Graphics3D[{PointSize[0.035], Hue[0.15], Point /@positions}]]
afterP = Show[Graphics3D[{PointSize[0.020], Hue[0.7], Point /@modelledPoints}]]

Kuva 17: Testitulosten muunto graafiseen muotoon

Kuvasta (18) niéhdédédn, ettd mallinnetut pisteet noudattavat alkuperdista
reittid, kun kelkan vauhti on aika hiljainen, mikd voidaan pételld juoksevan
ajan suhteesta kelkan sijaintiin.

Seuraavalla testiajolla asctetaan aika-arvot kuvan (19 mukaisesti.
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Kuva 18: Kelkan alkuperdiset ja mallinnetut pisteet 1. ajossa

1.8
Length[positions] -1

tPs = Table[t, {t, 0., 1.8,

}]

Kuva 19: 2. testiajo

Kuva 20: Kelkan alkuperdiset ja mallinnetut pisteet 2. ajossa
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Kuvasta (20) ndhdéén, ettd mallinnetut pisteet irtautuvat pinnasta "méen
huipulla”ja palaavat takaisin pintakosketukseen vastaméessi. Liikeparamet-
reilla 13. - 18. (luettelo 3.1) voidaan aiheuttaa alustan ékillisid asennon muu-
toksia kuvan mukaisessa torméystilanteissa.

4.4 Loppuarviointia

Symbolisen laskennan sekd monipuoliset ohjelmointi- ja grafiikkamahdolli-
suudet omaavan Mathematican kdytto mallinnuksen suunnittelussa on todel-
la dlyllisesti palkitsevaa ja kaytannossé valttaméatontia. Teoriasta kiytantoon
siirtyminen vaatii runsaasti ideoiden simulointimahdollisuuksia, joita hyva
grafiikka ja ohjelmointimahdollisuudet tarjoavat. Mathematica soveltuu erin-
omaisesti ideoiden tutkimiseen ja suunnitteluun. Tyypillisesti Mathematicaa
kéytetddnkin niin, ettd yhden istunnon aikan suoritetaan lukuisasti pienten
ohjelmapiitkien ajoja ja tutkitaan syntyneitd tuloksia. Laajemmat ohjelma-
kokonaisuudet kotaan paketeiksi, joita voi tarvittaessa kutsua Mathematicaa
kéyttiaessa.

Perinteisiin proseduraalisiin ohjelmointikieliin tottunut voi kokea Mathema-
tican ohjelmoimisen aluksi hankalaksi, koska Mathematica ldhes edellyttaé
funktinaalisen ohjelmointityylin omaksumista, vaikka se sisédltaédkin perin-
teiset proseduraaliset ohjelmointirakenteet. Ohjelmien toimivuuden testauk-
sessa perinteisten kielten monipuoliset debuggausmahdollisuudet puuttuvat
Mathematicasta. Koin erittdin hankalaksi virheiden jéljittamisen ja 16ysin oi-
keastaan yhden kiyttokelpoisen tavan jaljittdd laajemmassa ohjelmakokonai-
suudessa kohtaa, jossa joku menee pieleen, Mathematican funktion Trace[].
Trace[omalauseke, mallil generoi listan kaikista mallin malli mukaisis-
ta lausekkeista, joita lausekken omalLauseke evaluoinnissa kédytetdan. Talla
tavalla voi tutkia esimerkiksi evaluoidaanko tiettyd muuttujaa tai funktio-
kutsua missddn vaiheessa. Tuloksesta ei tosin néde mitdéan tarkkoja ohjelman
kohtia kuten debuggauksessa, vaan tulostuvasta listasta voi vain pédtella,
misséa virhe tapahtuu.

Symbolisen matematiikkaohjelman kéaytté C++ ohjelmoinnin yhteydessi oli
mielenkiintoinen kokeilu, johon aikaisemmin en ollut tutustunut. Kuinka hy-
vin Mathematica selviytyy symbolisen operoinnin ja numeerisen laskennan
vaatimasta ajasta siten, ettd sen tuottamaa palvelua on reaaliaikaisessa so-
velluksessa mahdollista kayttaa? Testasin lopuksi edellisesséd kappaleessa ole-
valla testiaineistolla yhden fysiikkamoduulin kutsun vaatimaa aikaa Mathe-
matican ympéristossid kuvan (21) mukaisesti.

Yhden moduulin kutsun vaatima noin 10 ms aika lienee aika maksimaalinen
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In[302] :=
AbsoluteTiming[getData[dataInlista[[7]]]]

out [302]=
{0.0100144 Second, {2., 2., 1.43471}}

Kuva 21: Fysiikkamoduulin yhden evaluointikierroksen vaatima aika testia-
jossa.

aidossa liikealustaympéristossd, mika jaa néhtéaviksi. Ohjelmakoodissa on
tietenkin vield paljon optimointimahdollisuuksia, joskin niitdkin on jo pyritty
tekeméén.

Mathematican lisidksi olen testannut moduulin toimivuuden C++ ympéris-
tossi, jonka suunitteli Antti Torméanen. Myos tédsséd ympéristossd paketin
ajaminen onnistui, joskaan laajempaa tulosten analysointia ei ole suoritettu.
Taméan dokumentin kirjoittaminen ATEX ladontaohjelmaa kéyttéaen oli to-
della tyolastd, koska en aikaisemmin ollut ohjelmaa kayttanyt. Kuitenkin
BTEX syntaksi teknisesti noudattaa hyvin tyypillistd ohjauskielten tekniik-
kaa ja kirjoittamisen hitaus johtuu pelkistdéan rakenteiden kiytoén tottu-
mattomudesta. Dokumentin kirjoittaminen oli kuitenkin hyvéaa jatkoa Tenho
Vanhasen Rovaniemen amk:ssa pitdamaélle BTpX kurssille toukokuussa 2004.
Kokemukset ETEX ohjelman kiytosta ovat vield hiukan selkiytyméttomét.
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