Kehapisteen piirtama ura sisakkain vierivien ympyroiden liikkeessa

Tutkitaan tilannetta, jossa useat sisakkaiset ympyrat vierivat kukin omalla pyérimisnopeudellaan ulomman
ympyransa sisdkehalla. Uloin ympyra pysyy kuitenkin paikallaan pyoriessaan.

Sisimman ympyran johonkin kehapisteeseen asetetaan kyna, ja tutkitaan milloin kyna piirtaa suljetun
kdyran, jota toistetaan loputtomasti ympyroiden jatkaessa vierimista.

Seuraavassa osoitetaan, etta suljettu kdyra syntyy aina, kun ympyroéiden sateet keskendan ja
kulmanopeudet keskenaan ovat rationaalilukusuhteessa toisiinsa ndhden. Lisdksi selvitetadan, miten
saadaan vaadittavat kierrosluvut ympyroiden keskipisteille ja piirtdvalle kehdpisteelle, jotta suljettu
kayra on valmis

Tarkastellaan aluksi yksinkertaisuuden vuoksi ympyroéiden sateiden ja niiden kulmanopeuksien
muodostuvan vakiosuhteella seuraavasti:
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Jos k < 0, vierekkaisten ympyroiden kehapisteet pyorivat vastakkaisiin suuntiin

Sisdympyran keskipisteen ratanopeus ulkoympyran keskipisteen suhteen: vkp;,1 = wkp; 1 (1; — 1741)

Kun ympyra ei liu'u, on vierivan ympyran keskipisteen hetkellinen etenemisnopeus yhté suuri kuin
kehéapisteen ratanopeus. Jos alusta (ulkoympyran kaari) lisdksi liikkuu, on sen vaikutus lisattava keskipisteen
etenemisnopeuteen. Ratanopeuksien suunnat voidaan huomioida laskentakaavassa etumerkeilla.

Ulko- ja sisdympyréiden kehapisteiden ratanopeudet ympyrdiden keskipisteiden suhteen

Vi = WiT; JaViy1 = Wi1Tiv1

Ratanopeuksien vektorisumma on sisemman ympyran keskipisteen etenemisnopeus ulkoympyran
keskipisteen suhteen.




Kun etumerkit huomioidaan, saadaan keskipisteen kulmanopeudelle kaava:

Wil — Wip1Ti41
wkpis1 = —— ,i=12,..,n—1
i Tid1

missa n on ympyroiden lukumaara. Nyt voidaan laskea sisaympyrdiden keskipisteiden kulmanopeudet
Iahtien liikkeelle uloimman ympyran kulmanopeudesta w1, jolloin hieman sieventamalla saamme jonon
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Jos w; = 0, saadaan jono
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Kaikki eo. kertoimet ovat rationaalisia (murtolukuja). Kun ne kerrotaan rationaalisella kulmanopeudella
saadaan edelleen murtoluvut.
Kun nyt tarkastellaan kaikkia pyorimisliikkeita (w; # 0), saadaan jono kulmanopeuksia

{wy, Wy, , wp, wkpy, Wkpy, -+, wkpy}, (*)

jotka kaikki ovat rationaalilukuja. Jotta pienimméan ympyrén (w,,) kehépisteen jalki alkaa toistamiseen
piirtdmaan samaa suljettua kayraa, taytyy toteutua kaksi asiaa:

o ympyroiden keskipisteet (wkp;) ovat kiertdneet taydet kierrokset kaikillai = 2
o jdljen piirtdva kehapiste (w,) on kiertanyt taydet kierrokset

Tarkastellaan siis jonoa J,, = { wkp,, wkps, -+, wkpy, w,}, Missa rationaalilukujen on oltava supistetussa
muodossaan. Valitaan nyt ajaksi t = p2m. Talldin kunkin py6rimisliikkeen kierrosluvuiksi saadaan:

t
krs; = { wkp,, wkps, -+, wkpy, wn}g = p{wkp,, wkps, -, wkpy, Wy}

Pienin kokonaisluku p, jolla em. kierrosluvut ovat
kokonaislukuja ja siten suljettu ratakayra
muodostuu, on nimittdjien pienin yhteinen jaettava
(pyi). Kuitenkin suljettu kdyra voi muodostua

aikaisemminkin. Esimerkiksi, jos k = =2, w; = %ja
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m =, saataisiin 4 ympyrén tapauksessa
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Nyt pyj = 3, jolloin kierrosluvuiksi tulisi
{4,8, 16, 8}. Kuitenkin kdyrad muodostuu jo
kierrosluvuilla {1, 2, 4, 2} (kuva oikealla).

On tarkasteltava myds rationaalisia p:n arvoja. Taydet kierrosluvut saadaan myds kertomalla

kulmanopeudet tekijallda p = %, missa 3 on nimittajien pienin yhteinen jaettava (pyj) ja 4 on osoittajien

suurin yhteinen tekija (syt). Kunt = %271, ovat kaikki tarkasteltavat pyorimisliikkeet kiertdaneet taydet

syt(osoit)

kierrokset. Matemaattisesti tekija p~! = on kulmanopeus-rationaalilukujen suurin yhteinen

" pyj(nimit)
tekija. Se on suurin rationaaliluku, jolla jokainen kulmanopeus on jaollinen siten, etta tuloksena on
kokonaisluku. Tall6in saatavat kokonaisluvut ovat pienimmat mahdolliset.



Edellisen perusteella olivatpa m ja k mita rationaalilukuja hyvans3, |I0ydetaan aina kierrosluvut, jolloin
kaikkien ympyroiden keskipisteet ja jaljen jattava kehapiste ovat kiertaneet taydet kierrokset ja paatyneet
siten samaan alkutilanteeseen. Tilanne ei suljetun kdyran suhteen muutu, vaikka rationaaliset suhteet
ympyroéiden valilla vaihtelevat. Talldinkin kaikkien kulmanopeuksien jono (*) on aina rationaalinen . (m.o.t)

Kuvassa ylhaalla on esimerkki w; = ym=;ia k = —2, jolloin kulmanopeuksille saadaan jono
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(5, —33 —5) ja sisempien ympyroiden keskipisteiden kulmanopeuksille jono (3' —5,?). Ndin ollen
pyj(6,3) = 6jasyt(8,5,10) = 1, joten p = 6. Nyt ympyroiden keskipisteet ovat kiertaneet (5,10, 20)

kierrosta ja pienimman ympyran kehapiste 6 -g = 16 kierrosta, jolloin suljettu kdyra alkaa piirtymaan

uudestaan.

e
2’ 4’8’ 24)
Tallgin pyj(2,4,8,24) = 24 ja syt(3,15,75,125) = 1, joten p = 24. Keskipisteiden kierrokset

{36,—90, 225} ja kehéapisteellsd 24 - %5 = 125 kierrosta, jonka jalkeen alla oleva kuvio ei enda muuttunut.
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Alemmassa kuvassa w; = ym=3ia k= > jolloin tarkasteltavaksi saadaan jono {




Algoritmi ympyrdiden kehapisteiden laskemiseksi
Alkuarvot:

Kaavat

t=0 aika

m sateiden suhde O<m<1,m € Q

k kulmanopeuksien suhde, 0<k, k € Q

ri uloimman ympyran sade

w1 uloimman paikallaan pysyvan ympyran kehapisteiden kulmanopeus (wkp; = 0)

i =mrti_q, i=23-:
a)i = _k wi—ll i = 2,3,"'

keskipisteiden kulmanopeudet (ympyrat 1,2,...,n), uloin paikallaan) lasketaan kaavalla

Wil — Wit1Ti+1

wkpis1 = ,i=12,..,n— 1‘

i —Tita

keskipisteiden koordinaatit, alkuhetkella t=0 kaikki ympyrat ylimmassa asemassa
Ki(t) = (0,7,
Ki(t) = Ki_1(t) + (ri_y —17) (cos (wkpi t+ g) ,sin (wkpl- t+ %)) i =23,

ympyran i kehapisteiden koordinaatit, pisteiden lukumaara = s
s—1
, 2T . , 2T ,
P;i(t) = (Ki(t) +1; (cos (wi t +]T),51n (wi t +JT)))j=OI i=1,2,-
Pienimman ympyran yhden kehapisteen tulee jattaa jalki.



