Lineaarisen yhtaloryhman ratkaisumenetelmia

m Lineaarinen yhtaléryhma muuttujien

X1, X2, *=-, X, Suhteen

o Polynomimuoto (n kpl muuttujia, m kpl yhtaloja)

A11Xq1 + AoXo + <+ +A1nXpy = b]_
A21X1 + AxoXo + o +a Xy = by

amiX1 + @maX2 + +++ +8mnX2 = by

o Matriisimuoto

ap; aip ain X1 b1

ap1; az azn X2 | | b2

Ant App am Xn bm
o Kytketty matriisi

aj; agp -+ apn by

dp; Az azn by

Amt App Am bm

m Yhtaloryman ratkaiseminen jakaantuu kolmeen eri peiiaatteelliseen tapaukseen

Yhtéaléryhméalla ei ole ratkaisua

Yhtéaldryhmalla oryksi yksikasitteinenratkaisux; = a3, X = ap, -

-, Xn = @p, jolloin yhtaléiden Ikm m = muutujien lukumaara n

Yhtéldryhmalla orlineaarisesti toisistaan riippuvat ratkaisut, jolloin yhtaloryhmalla on vahintdan yksi neapaa muuttuja, josta toiset
ratkaisut riijppuvat jonkin lineaarisen yhtaldon makaOsa ratkaisuista voi olla myds yksikasitteisia.

= Yhtaloryman ratkaisumenetelmia

Determinanttimenetelm&perustuerCramerin séantéonsopii tapaukseen 2.

Kaénteismatriisimenetelméasopii tapaukseen 2.

Gaussin eliminointimenetelmésopii kaikkiin tapauksiin

= Laskin

Laskimessa voi olla valmiina lineaarisen yhtalérgmratkaisutoiminto. Jos laskimesta 16ytyy matidisninnot,
menetelmat 1 ja 2 voidaan suorittaa silla iimaéd&isakennettua ratkaisufunktiota. Gausin menetetmglg@ensa ole

valmiina laskimen yhtalénratkaisutoiminnoissa.

m Determinanttimenetelméa

MerkitdanA = kerroinmatriisi =

ail ai
a1 a2

an1 an2

agn agg - by - Ay
azn | . apzy -+ by - azp

jaAj== , Missa
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by
. . . b,
kerroinmatriisissa j:s sarake on korvattu sarakkeela .
bn
. _ det(Ap — det(Ap _ det(Ap)
Ratkaisut 1= et ' X2 = ey 0 T Gen)
= Esimerkki 1.
2x+3y-z=0
X-2y+2=2
3x+2y-4z=5
0 3 -1 2 0 -1 2 3 0
Det[[Z ) 1]] Det[[l 2 1]] Det[[l ) 2]]
5 2 -4 35 -4 3 2 5
X = =1 y = =-1 Z = =—
2 3 -1 2 3 -1 2 3 -1
Det[[l ) 1]] Det[[l ) 1]] Det[[l ) 1]]
3 2 -4 3 2 -4 3 2 -4

Jos det(A) = 0, ei yhtaloryhmalla ole yksikasitt@isatkaisua. Determinanttimenetelma ei sovellkittdan onko
mahdollisesti lineaarisesti riippuvia ratkaisujéhen on kaytettdva Gaussin eliminointimenetelmaa

= Kaanteismatriisin kaytto
a1 @iz -+ Arn X1 by

dp1 A -+ QA2n X2

MerkitaanA = kerroinmatriisi = yX=| | jab= :2 , jolloin yhtal6 ja ratkaisu

Ap1 @p2 <+ QAnpn Xn bn
voidaan esittda seuraavasti:

AXx =Db
x = Al b
missaA~1 on kerroinmatriisirkéénteismatriisi (inversion), joka on olemassa, jodet(A) £ 0

m Esimerkki 2.

2x+3y-z=0
X-2y+2=2
3x+2y-4z=5

R

m Gaussin eliminointimenetelma

2 3 -1
=|nverse[[1 -2 1]]
3 2 -4

Gaussin eliminointimenetelméa on yleinen ratkaisuinkalikille lineaarisille yhtaléryhmatapauksille. dvietelmassa
kaytetaarkytkettyd matriisia

ag; aip -+ ain b
apy Az -+ axn by
am @ -+ am bm

m Yhtaloryhman ratkaiseminen alkeisrivioperaatioilla
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Yhtaléoryhman ratkaisu 16ydetaan muuntamalla kytketiatriisi alkeisrivioperaatioilla ngporrasmuotoon, josta
ratkaisut saadaaakaisinsijoituksen periaatteella etenemalla viimeisesta rivista yéisgnsimmaiseen riiviin.

Porrasmuodon méérittely

Matriisi on porrasmuodossa (riveittain), jos semed&olme ehtoa toteutuu:

1. Kakki mahdollisenollarivit ovat matriisin alimmat rivit

2. Jokaisen rivin ensimmainen nollasta eroava akios.johtava alkio on sarakkeessa, joka on vahintaan ys
indeksi oikealle sen ylapuolella olevasta johtavaatalkiosta

3. Kaikki alkiot jokaisen johtava alkion alapuolella ovat nolia.

Esimerkki 3. Seuraavat matriisit ovat (rivi-) porrasmuodossdtdea alkiom on jokin nollasta poikkeava alkio,
alkiot o voivat saada mité arvoja tahansa (myds 0)

O 0Omoooooao -
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000O0O0OOMXEKOOGUO
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000 m 0O0000O0O0O0MNXTCO 000
- 00000000 m 000
0O000OO0O0OOOOO

Alkeisrivioperaatiot

1. Rivien vaihto, merkitdark «— R;

2. Rivin kertominen nollasta eroavalla luvulla, merkitaéh—cR,
3. Rivin korvaaminen: Johonkin riviin lisétaén toinen rivi kerrottunalbtulla vakiolla, merkitad®R — R, + cR;.

Kaksi matriisia ovativiekvivalentit , jos ne voidaan saada toisistaan perakkaisilléistiikioperaatioilla. Yhtaléryh-
man ratkaisun kannalta tama tarkoittaa, etta rivggmuotoon saatettua kytkettya matriisia vastawditaloryhmalla
on tasmalleen samat ratkaisut kuin alkuperaiséftalgryhmalla.

Takaisinsijoitusperiaate

Kun kytketty matriisi on saatettu porrasmuotooradsm ratkaisut takaisinsijoitusperiaatteella lahtigkeelle
viimeisesta rivista, jossa kaikki alkiot eivat otfellia. Saatua ratkaisua kaytetdan luotaessa sathkaseuraavasta
rivista jne.

Algoritmi Gaussin eliminointimenetelmalle

Gaussin eliminointimenetelméassa muodostetaan ytitiasta kytketty matriisi, joka muunnetaan alkeisperaa-
tioilla porrasmuotoon, josta ratkaisut saadan &kRaijoitus -periaatteella. Menetelmén voidaan kaagoritmina:

Askel 1 Aloita matriisin vasemmanpuolisimmasta saraklaegsssa esiintyy ainakin yksi nollasta eroavaallios
sellaista ei ole mene askeleeseen 4. Mikali ensisen&ivin alkio on nolla, vaihda ylimmaksi rivikensimmainen
sellainen rivi, jossa aloitussarakkeessa olevaaiki nollasta eroava.Valitse ensimmaisen rivinrengiinen alkio ns.
pivot-alkioksi.

Askel 2 Muunna alkeisrivioperaatiolla 3. kaikgivot-alkion alapuolella olevat alkiot nollaksi

Askel 3. Rajatan matriisiksi alimatriis, josta pivot-alkiocvastaava sarake ja rivi on poistettu ja taastetaskeleet 1
jaZ2.
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Askel 4. Aloita viimeisesta nollasta eroavasta rivistérjaunna se yhtéloksi seka ratkaise yhtaloé tuntemmeto
muuttujan suhteen. Mikali ratkaisu I6ytyi, sijogaatu ratkaisu edellistéa ylempaa rivia vastavaaaldbn ja ratkaise
se tuntemattoman muuttujan suhteen. Etene naimerésieen riviin saakka.

Esimerkki 4. Ratkaise Gausin elkiminointimenmetelmalla oheiylet@loryhma

X+2y-z=1
-X+2YyY -7 =
X=-Yy-2Z-=
Kytketty matriisi
1 2 -11
[-1 2 -1 3
1 -1 -11
12 -11y o
[-1 2 -1 3 |223
1 -1 -1 1 )RRR
1 2 -11 ,_ (12 -11
R;-»R3+= R
[o 4 2 a|MiR 04 24
0 -3 00 oo =3

2

Viimeinen matriisi on porrasmuodossa ja ratkaisadan takaisinsijoituksella

'2—32=3—>z=—2
4y-2.(-2)=1—>y=0
X+2.-0-1-(-2)=1—>x=-1

XxX=-=1
Ratkaisu y=0
z=-2

Esimerkki 5. Ratkaise Gausin elkiminointimenmetelmalla oheiylet@loryhma
X+2y-z-==1
-X+2y -2 ==
Kytketty matriisi
( 1 2 -11 )

-1 2 -13
( 1 2 -1 1)R2-»R2+R1
-1 2 -1 3/ R-Rs-Ry
(0424

Viimeinen matriisi on porrasmuodossa ja ratkais#dan takaisinsijoituksella. Viimeisessa riviss&apaita muuttu-
jia, joten yksikasitteista ratkaisua ei saada. tdah vapaksi muuttujaksi z (myos y voitaisiin \&@litRatkaisut voidaan
esittaa lineaarisina yhtéldina, joissa esiintyyaitgpmuuttiuja. Osa muuttujista voi silti saadaillisitteisen arvon
ratkaisuna.
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4y_22=4—)y=%2+1

X+2y —z=1—>x=—2(%z+1)+z+1=-1
x=1

ze R,

Ratkaisu
y= % z+1



