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Lukujarjestelmat ja lukujen paikkajarjestelmat
Kokonaislukujen k-kantaiset esitykset

10-jarjestelmén (eli kantaluku on 10) paikkajarjestelma:
Kéytettavissa numerot 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8ja9

... 10" J10® [10° [10* [10® [10° |10 |10°
0 0 0 0 0 0 3 0 9

Kaikki kokonaisluvut voidaan esittdd summana

2, = > &, -10°, missé a, €{0,1,2,34,5,6,7,89}jan € N,

k=0

ENEAS1309: = 3*10° + 0*10" + 9*10°

2-jarjestelma
Kéytettavissd numerot 0 ja 1

27 2° 2° 24 28 2° 2! 20
0 0 0 0 0 0 1 0 1

Kaikki 2-jarjestelmén kokonaisluvut voidaan esittad 10-jarjestelméassa summana

2, =Y a,-2", missa a, €{0,1}jan € N,
k=0

MR ASR101, = 1%2° + 0*21 + 1*2° =5,

8-jarjestelma eli oktaalijarjestelma

Kéytdssa numerot 0,1, 2, 3,4,5,6ja7
... |8 |8 [|& |8 |8 |8 [8 |8
0 0 0 0 7 0 5 0 1

Kaikki 8-jarjestelman kokonaisluvut voidaan esittaa 10-jarjestelmasséd summana

Z,, = iak '8k ) missa ak 6{0’1’21314’516’7} jan € NO

Esimerkiksi [0SO RE=ad

16-jarjestelma eli heksadesimaalijarjestelméa

Kéytdssa numerot 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, A,B,C,D,EjaF
... |16" |16° |16° [16" [16° [16° [16' [16°
0 0 0 0 0 A 0 F 9

Kaikki 16-jarjestelmén kokonaisluvut voidaan esittdd 10-jarjestelméssa summana



ZlO = iak 16k , missa ak 6{01112131415161718191 Al 81 C1 D1 E1 F} jan € NO
k=0

ENINEISIAOF9 16 = 10*16°+15*16°+9*16 = 41209,

Kokonaisluvun muunnos 10-jarjestelmasta k-jarjestelmaan

Edelld on kuvattu lukujen paikkajarjestelmaan perustuvat muunnokset eri
lukujarjestelmistd 10-jarjestelméaén. Vastaavasti 10-jarjestelmén kokonaisluvun
muuntaminen toiseen lukujarjestelméén saadaan perékkaisten jakolaskujen avulla.
Luku jaetaan ensin kantaluvulla k ja laitetaan jakojaannds k-jarjestelman luvun
"ykkosten” paikalle eli potenssin k® kertoimeksi. Sen jalkeen jaetaan edellisen
jakolaskun osamaaran kokonaisosa luvulla k ja jakojaannos tulee k-jarjestelmén luvun
potenssin k* kertoimeksi jne...

Esimerkkind muunnos 2-jarjestelméaan:
("2 menee 19 kertaa 39:44n ja jakojadnnds = 17)

39=19*2 +1
19=9*2+1
9=4*2+1
4=2*2+0
2=1*%2+0 J
1:0*2+1ﬁ |
vy
100111

Muunnos 2-jarjestelmasta 8- tai 16-jarjestelmaan

Muunnos saadaan hyvin yksinkertaisesti ryhmitteleméalld binaariesitys 3 tai 4
numeron ryhmiin

16 416 D16 116 A16
2 1 /oJo 1 ]1 o1 ]o oo |11 010
8 4g Bs 4g 38 28

100110100011010, = 464325 = 4D1A+6

Tietokoneen kokonaislukuaritmetiikka
Kokonaislukuesitykselle varataan tietty lukumé&ara vierekkaisia muistipaikkoja, jotka
vastaavat 2-jarjestelmaluvun paikkoja. Ne voivat sisaltaa joko 0 tai 1.

Etumerkiksi C-kielen pienin kokonaislukutyyppi signed char (8 bitti&)
Sisaisessa esitysmuodossa E €{0,1} on etumerkkia varten ja b € {0,1}

[E b [b [b |b [b[b b |
suurin lukuo =




Negatiiviset luvut saadaan vastaavista positiivisista kahden komplementtimuodossa
seuraavasti:

1. vaihdetaan luvussa esiintyvat 1:t 0:ksi ja painvastoin.

2. Liséataén saatuun lukuun 1

2-jarjestelméassé voidaan kayttda samoja peruslaskutoimitusten laskualgoritmeja kuin
10-j&rjestelméssa

Y hteenlasku

Laske 11001 + 1011 =(25)10 *+ (11)10 = (36)10
1 ]1 |0 |0 |1
1 10 |1 |1

1 /0 0 |1 |0 |O

Vahennyslasku tehdaén lisddmaélla vastaava negatiivinen luku
Esimerkiksi 121g— 510 = 1219 + (-510)

510 = 0000 0101, -5;0=1111 1010 + 0000 0001 = 1111 1011

Tuloksena 111 = 74p.

Mité tapahtuu, kun lasketaan 12719 + 21¢?

O |1 /1 1 |1 ]1 1 |1

0 |0 |]O (O O O |1 |O

1 10 |0 |O O |O |O |1

Tuloksena on negatiivinen luku, koska etumerkki on 1. Arvoalueen ylivuoto!!
Vastaava 10-jarjestelmén arvo saadaan kahden komplementtina

1000 0001 5 0111 1110 + 0000 0001 = 0111 1111 =-12719

Asiaa voi tutkia esimerkiksi oheisella c-kielisella ohjelmalla

#include <stdio.h>
#include <limits.h>
void main(void)
{ int a=INT_MAX;
int b = INT_MIN;
printf(C"\n INT_MAX = %i INT_MIN = %i'",a, b);
printf(C"\n INT_MAX +1 = %i, INT_MAX +2 = %i",a+l, at2 );
printf(C"\n INT_MIN -1 = %i, INT_MIN -2 = %i",b-1, b-2);
fflush(stdin);
printf(""\n paina jotain...");
getchar();



Tietokoneen liukulukuaritmetiikka
Reaalilukujen tieteellinen esitysmuoto
Tavanomainen desimaalilukujen (reaalilukujen) tieteellinen esitysmuoto on

X=4rE£n (x=:r-10"")

missd mantissa r on valilla 107t <r <1 (0.1, £g<1,) jaeksponenttin € N,
Esimerkiksi

412,537 = 0.412537E+3  (0.412537.10°)

0.001002=0.1001E -2  (0.1002-10%)

2-jarjestelmien desimaalilukujen tieteelliset esitysmuodot noudattavat samaa
periaatetta

X=1qE+m (=J_rq-2im)

missa mantissa g on vélilla 27l< q<1 (0.1, £q<1,) jaeksponentti mon
kokonaisluku.
Esimerkiksi

1101.101= 0.1101101E +4.

0.001011= 0.1011E-2.

Kaikki tieteellisen esitysmuodon reaaliluvut saadaan laskettua 10-jarjestelman lukuna
kantajarjestelmasta riippumatta samalla periaatteella, esimerkiksi
125¢=1-8"+2-8°+5.8" = % =10.125,,

1101.101,=1-23 +1.22 +1.2% +1. 271 +1.273= % ~13.625,,.

Liukulukujen binaariesitykset

Tietokoneen sisaisesti kayttamat reaalilukuesitykset eli liukuluvut perustuvat 2-
jarjestelman tieteelliseen esitysmuotoon. Reaaliluvun 32-bittinen yksinkertaisen
tarkkuuden liukulukuesitys muistissa koostuu 32 bitistd, jotka on jaettu kolmeen
kenttéan seuraavasti:

[(foecsseess]os

RN

mantissan
etumerkki

o.oe]

8 bittia
korjatulle
eksponentille

23 bittia normalisoidulle
mantissalle

Mantissan pituus vaikuttaa luvun esitystarkkuuteen, eksponentti maaréaa luvun
suuruusluokan. Normalisoitu mantissa tarkoittaa sitd, ettd ensimmainen bitti asetetaan
ykkaseksi, jolloin eksponentti korjataan vastaamaan oikeaa suuruusluokkaa. Itse
asiassa ensimmaistd mantissan bittid (1) ei tarvitse edes merkitd muistiin, jolloin
kéaytannossé saadaan yksi ylimaaréinen bitti (24.) mantissaan eli luvun tarkuuteen.



Eksponentin arvoa ei esitetd kuitenkaan (tehokkuussyistd) normaalina 7-bittisené
negatiivisena kokonaislukuna, vaan 6-bittisend mukautettuna lukuna, jossa on
suoritettu erdénlainen siirto alueelta [-126, +127] alueelle [1, 254], jolloin
negatiivisten eksponettiarvojen vertailu on tehokkaampaa. Kun luvun arvo tulkitaan
muistissa olevien bittien perusteella, tdim& korjaus tulee huomioida.

Liukulukujen arvo voidaan laskea muistissa olevien bittien perusteella seuraavasti

(_1)[b] ) 2[eeeeeeee]—127 1. [mm m]

missa [b] on etumerkkibitti (0> + ja 1> - ), [eeeeeeee] on bindariluku
eksponenttikentédssé ja [mm...m] on bind&riluku mantissan kent&ssa.
Kéytannossa yksinkertaisen liukuluvun (float) tapauksessa saadaan eraanlaiset
adrirajat lukujen suuruuksille

itseisarvoltaan pienin luku ~1.2-107%* seka

itseisarvoltaan suurin luku ~ 3.4-10%.
Kun kaytetdan kaksinkertaisen tarkkuuden liukulukuja (double), lukujen tarkkuus
(mantissa 52 bitti&) sekd myos suuruusluokka (eksponentti 11 bittid) kasvavat. Talldin
kuitenkin tehokkuus karsii, sill4 ohjelma kuluttaa sek& muistia ett4 laskenta-aikaa
enemman.
Jos eksponettin arvo on yli sallitun rajan, sanotaan, etta tapahtuu ylivuoto. Mikali arvo
alittaa sallitun minimiarvon (negatiivinen arvo), sanotaan, etta tapahtuu alivuoto.

Merkitsevien numeroiden menetys liukulukujen aritmetiikassa

Kun tietokoneen kanssa tydskennellaan, me syétdmme numeerista tietoa 10-
jarjestelman lukuina. Tavallisesti luemme tulosteina my0ds 10-jarjestelmén mukaisia
esityksid. Sisaisesti laskennassa tietokone kasittelee kuitenkin vain 2-jarjestelman
lukuja. Tietokoneen kayttajan ei yleensa tarvitse huomioida tat4 asiaa mitenkaan,
mutta jarjestelmien muunnoksissa voi joskus joutua tekemisiin erilaisten
pyoristysvirheiden kanssa.

Pydristysvirheet johtuvat siit4, ettd tietokone voi séilyttad vain kiintedn suuruisen
lukumaaran luvussa esiintyvistd numeroista (biteistd). Lisaksi monissa hyvin
tavanomaistenkin desimaalilukujen muunnoksissa kuten 10-jarjestelmén luvulla 0.159
on jaksollinen aareton binaarilukuesitys

0.1, = (0.0001100110011001-),.

Muunnos voidaan tehdd samantapaisella algoritmilla kuin kokonaislukujen tapauksessa,
nyt jakolaskun sijasta kaytetaan kertolaskua. Reaaliluvun desimaaliosa kerrotaan
kohdejérjestelman kantaluvulla k (t&ssé 2) ja merkit&dan ndin saadun luvun kokonaisosa k-
jarjestelméan ensimmaiseksi desimaaliksi eli potenssin k-1 kertoimeksi. Algoritmia
jatketaan siten, ettd saadun luvun desimaaliosaa kerrotaan edelleen kantaluvulla k ja
otetaan syntyneen luvun kokonaisosa seuraavaksi desimaaliksi jne.

01*2=02->0
0.2*2=04->0
04*2=08->0
08*2=16->1
06*2=12->1
02*2=04->0



04*2=08->0
jne...

Tdassa voimme todeta, ettd algoritmi ei paaty koskaan, vaan saamme yo jaksollisen
adrettoman bindaridesimaalikehitelmén.

Tietokone joutuu katkaisemaan esityksen sovitun kiintean bittimaarén kohdalta,
jolloin muodostunut bindariluku onkin en&a vain alkuperdisen likiarvo. Tallainen
pyoristysvirhe voi syntyd molempiin suuntiin tehdyissd muunnoksissa.
Esimerkiksi luvun 0.1;¢ katkaistun 32-bittisen bin&&riluvun todellinen suuruus on

0.10000 00014 9011611938 47656 25 .

Yleensé kayttaja ei huomaa virhettd, koska luvun esitystarkkuus on sellainen, etta
virhe ei tule esille.

Liukulukujen yhteen- ja vahennyslaskuissa tapahtuu myos maaratyissa tapauksissa
merkitsevien numeroiden menetyksia. Oletetaan, ettd x ja y ovat liukulukuja siten, etta
x >>y. Yhteenlaskussa x + y luvun y nollasta eroavien bittien paikkaa on
siirrettéava binaariesityksen mantissassa oikealle, jotta yhteenlasku luvun x
vastaavien bittien kanssa voidaan suorittaa. Tama merkitsee joidenkin tai
mahdollisesti myds kaikkien luvun y merkitsevien bittien menetystd summassa, jos x
jay eroavat riittdvan paljon.

Oletetaan, etta laskentasysteemissé on 7 numeron tarkkuus 10-jarjestelman
desimaaliluvuille. Tallgin summassa

121012140 + 42573181 10™ = . 1210125257318}

tulos joudutaan katkaisemaan ja esittdmaan muodossa JPAKRAIR. Tall6in tapahtuu 6
merkitsevan numeron katoaminen.

Samoin, jos x ja y ovat liukulukuja siten, ettd x ~ y, muodostuu lukujen erotuksessa
X —y tai y— x mantissan alkuun pitka jono nollia. Kun tietokone normalisoi

erotuksen, siirtyvat mantissassa oikealla olevat nollasta eroavat bitit vasemmalle
ja samalla sen loppuun lisataan nollia. Nailla nollilla ei kuitenkaan ole mitaan
todellista vastaavuutta oikean lopputuloksen suhteen, vaan ne edustavat merkitsevien
numeroiden menetysta.

Oletetaan seuraavassa tarkkuus on 10 numeroa 10-jarjestelman reaaliluvuille x and y

I MEiEEX = . 12103411225634,0fEy = . 1210341115412,

X —y =.1210341122 10 --.1210341111 10 = .0000000011 108
Tulos liu’utetaan tietokoneessa vastaamaan muotoa

.1100000000, ,}

Viimeiset 8 nollaa eivéat kuitenkaan edusta todellisia merkitsevia numeroita, vaan ne
on lisatty tayttdmaan puuttuvat numerot.

Liukulukujen kertolaskussa joudutaan myds jattdmaan merkitsevié bitteja pois, kun
lopputulos katkaistaan. Periaatteessa binaaristen liukulukujen

kertolasku voidaan tehdé samanlaisella "alakkain kertomisen” algoritmilla kuin 10-

jarjestelman desimaaliluvuillakin. Bittien kertominen voidaan toteuttaa
vertailuoperaattorilla anp: 1 aND1 2> 1,0AND0 > 0,0Aan0 1 > 0,1 anD 0 2 0.



Esimerkki

Kertominen palautuu siten useiden binaarilukujen yhteenlaskuksi. Tietokoneen
bin&arilukujen kertomisessa normalisoidut mantissat kerrotaan ja eksponentit

lasketaan yhteen tavallisen potenssikaavan m Ee, xm,Ee, =m, -m,Ee, +¢,
mukaisesti.

32-bittisten lukujen kertomisessa yhteenlaskuja seké bittien siirtdmisia vasemmalle
syntyisi aivan liikaa, jotta lukujen kertominen voitaisiin tehda tehokkaasti.
Todellisuudessa prosessoreiden liukulukujen aritmetiikka on pitkélle kehitetty ja
optimoitu jarjestelma, jota ei voi yksinkertaisesti kuvata

Merkitsevien numeroiden katoamisen vaikutus nékyy esimerkiksi seuraavalla tavalla.
Funktiot

f(x)=(x-1°ja f(x)=x*-8x"+28x"—-56x>+70x* —56x° +28x* —8x +1,
ovat tdsmalleen samat, vain esitysmuoto on eri.

610-171 2107
510717} 1107
410717}
3107} 20 20 60 80 100
210717} L1
11077}
2107

20 4 6 8 10
(x-1)° x® —8x" +28x° —56x> + 70x* —56x° + 28x* —8x +1

Y114 olevissa kuvissa on laskettuna ja kuvattuna molemmille esitysmuodoille 100
arvoa lukujen 0.99 ja 1.01 véliltd (huom. vaaka-akselilla pisteiden indeksit ei x:n
arvot). Merkitsevien numeroiden menetys ei tule esille potenssimuotoisessa
lausekkeessa, mutta tulee polynomimuotoisessa lausekkeessa, koska siind joudutaan
tekemaan paljon epdedullisia ja merkitsevid numeroita kadottavia kertolaskuja.
Kaikkein edullisin polynomien esitysmuoto laskennan kannalta saadaan Hornerin
algoritmilla, jota voidaan soveltaa kaikille polynomilausekkeille. Téssa tapauksessa
algoritmi tuottaa edella olevalle funktiolle f(x) seuraavan esitysmuodon

f(x)=1+x(—8+ x(28+ x(—56 + x(70 + x(—56 + x(28 + (—8 + x)x))))))



