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Lineaarisen yhtaloryhman parhaan ratkaisun etsiminen pienimman
neliocsumman menetelmalla (Least Square Solution)

Pienimman neliosumman menetelmaa kaytetdan etsittdessa lineaariselle yhtaloryhmalle parasta mahdol-
lista ratkaisua tapauksissa, joissa yksikasitteista tai lineaarisesti rilppuvaa ratkaisua ei voida maarittaa.
Tallainen tilanne syntyy esimerkiksi, kun on tehty useita mittauksia samojen tuntemattomien arvojen maarit-
tamiseksi ja mittausepatarkkuuksista johtuen matemaattisen mallin mukainen yhtaléryhma ei ole ratkeava.

Pienimman neliosumman menetelmassa etsitaan sellainen ratkaisu, jonka poikkeavuus kaikista mittaustulok-
sista on pienin mahdollinen. Sanonta pienin nelioGsumma johtuu siitd, etta menetelmassa maaritetaan
ratkaisun ja mittausjoukon minimipoikkeavuus ns. poikkeamien eli residuaalien nelididen summan minimiar-

vona.

PNS-menetelméassa on myos kyse halutun funktiomallin sovittamisesta mittausaineistoon. Funktiomalli
voi koostua useiden eri funktioiden lineaariyhdistelmasta

F(x) = a* fy(x) +b * fr(x) + ..

Menetelmassa etsitaan parametreille a, b, ... arvot siten, etta malli kulkee mahdollisimman lahelta kaikkia
mittausdatan pisteita (xi, y1), (X2, ¥2), -, (Xn, ¥n)

Esimerkki lineaarisen mallin sovittamisesta (lineaarinen regressio)

On etsittava suoralle

y=f(X)=kx+b (1)
parametrit k ja b, kun mittaamalla on saatu viisi suoran pistetta {{x1, y1},{x2, y2},{X3, ¥3},{Xs, Va},{Xs, ys}}. Haluttu
suora kulkee vain tietylla tarkkuudella pistejoukon kautta. Sijoittamalla mitatut koordinaatit yhtaléon (1)
sadaan yhtaloryhma

kx;+b =)
kx,+b =
kx3+b =ry3 |
kxs+b=y,
kxs+b =J)s

jossa yksikaan yhtalo ei valttamatta toteuta ratkaisusuoran yhtaloa. Pienimman neliossumman menetelmalla
voimme kuitenkin maarittaa parametrit k ja b sellaiselle suoralle, jonka etaisyys koko pistejoukosta on mini-
moitu.

Olkoot mitatut koordinaatiston pisteet (data) esimerkiksi
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((2.0, 4.4), (3.3, 5.0), (5.6, 5.8), (8.3, 6.6), (10.2, 7.3))
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Talloin saadaan yhtaloryhma

b+2. k=44
b+33k=5.
b+56k=5.8
b+83k=6.6
b+102k=73

Grafiikastakin jo nakee ettei yo. lineaarisella yhtaloryhmalla voi olla yksikasitteista ratkaisua, koska pisteet
eivat ole samalla suoralla

Yhtaloryhman matriisimuotoinen esitys saadaan kerroinmatriisin ja vakiomatriisin avulla

2. 1 4.4
33 1 K 5.
56 1 ( b )= 5.8
83 1 6.6
10.2 1 7.3

Seuraavissa osioissa tarkastellaan edellisen menetelman toteutuksia eri laskentaymparistoissa ja joissakin
esimerkkitilanteissa.
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A. Pienimman neliocsumman menetelma matriisioperaatioiden avulla

Menetelma voidaan toteuttaa (tiettyjen reunaehtojen ollessa voimassa, joita ei tassa kasitelld) matriisioperaa-

tioilla seuraavasti

Lineaarinen yhtaloryhma

AX =Y,
2. 1
3.3 1

A = yhtdléryhmdn kerroinmatriisi | 5.6 1 |,
8.3 1
10.2 1

X on tuntemattomien parametrien muodostamamatriisi ( E ) ja

4

4.
5.
Y on tunnettujen arvojen muodostama matriisi | 5.8
6.6
7.3
Kerrotaan yhtalo puolittain vasemmalta kerroinmatriisin transponoidullamatriisilla
ATAX =ATY
Kerrotaan yhtald puolittain vasemmalta kaanteismatriisilla (AT A) o

(ATA) ™ (ATA) X == (ATA) *ATY

Edellisestd saadaankin pienimmdn nelidésumman ratkaisu

X= ( It() ) - (AT A) N AT Y= (03..37493965162 )

Alla lineaarisen mallin sovitus saaduilla parametrien k ja b arvoilla seka alkuperdinen data
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B. Pienimman neliosumman menetelma differentiaalilaskennan menetelmien
avulla

Matriisimenetelmdlla saatu PNS - ratkaisu

X=(ATA)ATY

on yhtapitava differentiaalilaskennan menetelmien avulla saatavan ratkaisun kanssa.
Osoittautuu, ettadnormin

IAX - Y]

osittaisderivaattojen nollakohdat toteutuvat,

kun ATAX == ATY. Normi voidaan mdiritelld esimerkiksi datapisteiden
ja funktiomallin valisena virhefunktiona (MSE = Mean square error),

joka on datapisteiden ja mallin y - koordinaattien valisten etdisyyksien
nelididen keskiarvo. MSE on siten mallin parametreista a,

b, ... riippuva monen muuttujan funktio.Esimerkin tapauksessa saadaan

MSE (k, b) = £ 31L; (vi—(x)))* = £ 371 (vi— (kX +b))?
:§ ((7.3-b-10.2Kk)?+ (6.6 -b-8.3k)?+
(5.8-b-5.6k)2+ (5. -b-3.3k)%2+ (4.4-b-2. k)z)

Parametrien k ja b PNS-ratkaisut saadaan ratkaisemalla osittaisderivaattojen nollakohdista saatu yhtalopari

{ OkMSE(k, b) =-74.808+11.76b+87.672k =0
OpMSE(k, b) =-11.64+2b+11.76k=0

k =0.3436, b = 3.7996

C. PNS laskentaympariston sisaanrakennetun funktion avulla

Laskentaymparistoihin on yleensa sisaanrakennettu funktio, joka toteuttaa PNS-menetelman. Esimerkiksi
Mathematicassa (yksi) sisdanrakennettu funktio on nimeltaan LeastSquares[A,Y], missa matriisi A on
edelldkin esiintyva lineaarisen yhtaloryhman klerroinmatriisi ja matriisi Y on datapisteiden y-koordinaateista
muodostettu matriisi (kts. edell)

Mathematica :
LeastSquares[A, Y]
{{0.3436}, {3.7996}}

Funktion kayttajalle jaa tehtavaksi lahinnd muodostaa kerroinmatriisi A ja vakiomatriisi Y. Mathematicassa on
my0Os muita sisddnrakennettuja funktioita, joilla PNS-menetelma voidaan toteuttaa

Eri laskentaymparistoissa voi olla hyvin erilaisia PNS-menetelman funktioita. Esimerkiksi Maximassa edel-
liseen esimerkkiin soveltuva funktion kutsu on muotoa
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[squares_estimates(data,[x,y],y=k*x+b,[k,b])
Parametri data on alkuperdisten pisteiden muodostama data matriisimuodoss
Funktio taytyy ladata ensin komennolla load(lsquares).
Maxima:
load(lsquares);
C:\maxima -
5.38 <.1\share\maxima\5.38 .1 _5_gdf93b7b _dirty\share\lsquares\lsquares.mac
data:matrix([2.,4.8],(3.3,5.],[5.6,5.8],[8.3,6.7],[10.2,7.5]);

2 48
SRS
56 58].
83 6.7
102 75

Datan jalkeisessa 2. argumentissa esitelllddan muuttujat, sitten malli (yhtalo) ja lopuksi maaritettavat
parametrit.

[squares_estimates(data,[x,y],y=k*x+b,[k,b]) ,numer;

[[k = 0.3339811695603351, b = 3.99619072298523]]

Excelissd on myos funktio LINREG() (eng. LINEST()), jolla PNS-menetelma lineaarisen sovituksen tapauksessa

voidaan toteuttaa.

D. PNS-menetelma epalineaaristen mallien sovituksessa

Sisdanrakennetuilla funktioilla voidaan ratkaista mistad tahansa funktioista koostuvan lineaariyhdistelméan

y=ax*fi(x) + b*f(x) + ... sovitus datapisteisiin.

Esimerkiksi seuraavassa sovitetaan edelliseen dataan 2. asteen polynomifunktio (paraabeli)
y=a*x"2+b*x+c, joka on funktioiden 1, x ja x? lineaariyhdistelma.
Maxima:
Isquares_estimates(data,[x,y],y=a*x*2+b*x+c,[a,b,c])
Mathematica:

FindFit[data,a*x*2+b*x+c,{a,b,c},x]

My0s Excelissa on mahdollista tehda useiden funktioiden lineaariyhdistelman parametrien maaritys LINREG()-
funktiolla joskin se on hieman mutkikasta (monen muuttujan regressio).
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Tehtavat

1. Etsi pienimman neliosumman menetelmalla paras ratkaisuestimaatti yhtaloryhmalle
X1—X2=15
X1+Xx=3.8
2X1+Xx=79
2. Maarita pienimman neliocsumman menetelmalla suoran y =k x + b parametrit k ja b, kun
suoralle on mittaamalla maaritetty pisteet {1.45,3.51},{1.97,3.78},{2.93,4.35} ja {3.92,4.90}.
Piirra datapisteet ja suora samaan koordinaatistoon.

3. Ma&arita pienimman neliosumman menetelmalla paraabelin y = ax? + bx + ¢ parametrita, b ja
¢, kun paraabelille on mittaamalla maaritetty pisteet {1.45,3.51},{1.97,3.78},{2.93,4.35} ja
{3.92,4.90}. Piirra datapisteet ja paraabeli samaan koordinaatistoon.

4, Sovita pienimman neliocsumman menetelmalla tasoz=ax+ by + ¢, joka parhaiten kulkee
neljan pisteen {1.,0,3.54},{1.,1.,3.78},{0.,1.,3.65} ja {0.,0.,3.55} kautta

vast. 1. x1=3.06429, x2=1.35714 2. k=0.567269, b=2.67854
3.2a=0.001564, b= 0.5588, c=2.6885 4.2a=0.06, b=0.17, c=3.515



